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Vorwort

In den vergangenen Jahren hat die Uberpriifung der mathematischen Fahig-
keiten der Studienanfanger in den ingenieurwissenschaftlichen Studiengéin-
gen gezeigt, daf3 bei den meisten Studierenden erhebliche Liicken vorhanden
sind. Die Grunde daftir sind sicherlich vielfaltig: Zu friher Ausstieg aus den
Mathematikkursen, zu geringe Mitarbeit, vielleicht aber auch eine unzweck-
maflige Auswahl der Unterrichtsthemen.

Im Grundstudium der Ingenieurwissenschaften werden die naturwissenschaft-
lichen Grundlagen der Physik und ihrer Teilgebiete Mechanik, Thermodyna-
mik und Elektrotechnik vermittelt, wobei vorwiegend mathematische Metho-
den eingesetzt werden, die eigentlich zur Schulausbildung in der Sekundar-
stufe II gehoéren sollten, wie beispielsweise Elementare Funktionen, Differen-
tialrechnung, Integralrechnung und die Vektorrechnung. In den Mathematik-
Vorlesungen des Grundstudiums werden diese Gebiete erneut behandelt und
in einen strengen Rahmen eingebettet, aber in der Regel kommen diese Wie-
derholungen fiir die Anwendungen in den naturwissenschaftlichen Fachern zu
spat.

Studenten mit breiten Licken im mathematischen Basiswissen und Koénnen
haben gerade in den ersten Semestern grofie Schwierigkeiten zu tuberwinden,
was meist zu einer unerwinschten Verldngerung der Studienzeit fihrt. Mit
dieser Starthilfe soll versucht werden, so friih wie moglich fiir eine Verbesse-
rung der Ausbildung zu sorgen.

In sieben Kapiteln werden Begriffe und Methoden beschrieben, die bei einem
ingenieurwissenschaftlichen Studium als mathematische Grundkenntnisse in
der Regel vorausgesetzt werden. Im Stil einer kommentierten und mit Bei-
spielen durchsetzten Formelsammlung werden die Gebiete moglichst elemen-
tar und anschaulich behandelt, wobei auf strenge Beweise weitgehend verzich-
tet wird. Zu jedem Thema sind auferdem Aufgaben mit ausfiihrlich beschrie-
benen Musterlésungen angegeben.

Die angebotene Starthilfe ist nicht als Ersatz fur die Vorlesungen ,Mathematik
fir Ingenieure® im 1. und 2. Semester sowie flir entsprechende Lehrbiicher
und Formelsammlungen gedacht. Beabsichtigt ist lediglich eine anwendungs-



nahe Erklarung des mathematischen ,Handwerkszeugs®, das insbesondere in
der Mechanik, der Thermodynamik, der Elektrotechnik und der Physik
schon in den ersten Semestern eingesetzt werden mufl.

Zur mathematisch seridésen Schreibweise gehort, daf man fir unterschiedli-
che Objekte und Begriffe verschiedene Buchstaben verwendet. Weil dabei oft
das deutsche Alphabet schnell erschopft ist, kann die Erweiterung um das
griechische sehr hilfreich sein. Um den Umgang damit in Wort und Schrift zu
erleichtern, wurden die am hiufigsten benutzten griechischen Buchstaben in
einer Tabelle zusammengestellt.



Griechische Buchstaben

0.1

Alpha
Beta
Gamma
Delta
Kappa
Lambda
My

Ny
Epsilon
Sigma
Tau

Phi
Theta
Rho

Pi

Psi

Chi

Eta
Zeta
Omega



Zahlen 1-1

Reelle Zahlen (R):
Nattuirliche Zahlen (N):
1 2 3 4
Ganze Zahlen (2):
-3 -2 -1 012 3 4
Rationale Zahlen (Q):

1 —

Beispiele: 41; =0,25 =0,666...=:.0,6 11 =0,090909...=:0,09

wIN

endlicher oder periodisch - unendlicher Dezimalbruch
nichtrationale (irrationale) Zahlen:
Beispiele: /2 =1,414213562... 310 =2,15443469...
nichtperiodischer unendlicher Dezimalbruch
Algebraische Zahlen: nichtrationale Lésungen der Gleichungen

n n-1 — :
ax" +ta _x" “t.tax+ta,=0 (n ganzzahlig)

-1 1

Transzendente Zahlen (nichtalgebraische Zahlen):

Beispiele: 1=3,141592654... e=2,71828182846...

Bruchrechnung:

Der Wert eines Bruches B andert sich nicht, wenn der Zahler Z und der
Nenner N mit der gleichen Zahl a # O multipliziert oder durch die gleiche
Zahl dividiert werden:
N aN Nja
Multiplikation und Division eines Bruches mit einer Zahl a:
aB = %’ lB - i
N a aN
Fur die Addition und Subtraktion von Briichen ist die Einfihrung eines

gemeinsamen Nenners Ng erforderlich:

VA Z

e | =2
Br—ﬁl’ By=4" g =GNy =a,N,,
2



Zahlen 1-2

B::ﬁ:alzl B ::i:azzz
' N N_° > N, N_ '
g 2 g
B +B _4Z tayZ, B -B _ M2 —ayZ,
1 2 N ! 1 2 N
g g
Multiplikation und Division von Brtichen:
b %% B _ZN,
172 ' '
NN, B, Nz,

Komplexe Zahlen (C):

Definition:
z=a+ib (a,b: reelle Zahlen)
i:= imaginare Einheit i2:= -1, i=~+-1.
Insbesondere in der Elektrotechnik verwendet man fir die imagindre Einheit
den Buchstaben j.

a: Realteil von z, b: Imaginarteil von z,
z:=a-ib zu z=a+ib konjugiert komplexe Zahl

Rechenregeln:

z :a1+lbl, Z.=a

1 2 +ib,,

2

)\z1 = )\a1 + i)\bl, (A reelle Zahl)

z +z,.= (a1 +a2) +i(b1 +b2),

z, -z,:=(a, - a,) +i(b, - b,),

z,z,:=(a,a, -bb,) +i(a,b, +a,b,),

) 2
z,z=q, +b1 )

zl= 2z Betrag der komplexen Zahl z,

a+ib|= (a+ib)a-ib) = a2 +b2.

1 z _z a . b

— = =1 )
zZ 2zZ \z\z aZ+b% a?+b?



Zahlen 1-3

z, _a, +ib _ (a, +ib,)(a, —ib,) _ a4a, +bb, a,b -ab,

X ; . 2 2 2 2
z, a,+ib, (a,+ib,)(a,-ib,) a,”+b, a,” +b,

Aufgabe 1.1
Man berechne mit B, =2/3, B, =4/7 die Zahlen (B, +B,),(B, - B,), B,B, und

B,/B,.

Aufgabe 1.2
Man berechne mit B, =1/2, B, =1/3, B;=1/4 die Zahlen (B, +B, +B;) und

(B,B,B,).

Aufgabe 1.3

Drei parallel geschaltete elektrische Widerstdnde R;,R, und R, kénnen durch

einen Widerstand R ersetzt werden, wenn

1_¢l
R i=1 Ri
ist. Man berechne R.
Aufgabe 1.4
Man vereinfache den Bruch
B= 1
1
1+ 1
1+
l1+a

Aufgabe 1.5

Mit einem beweglichen Hilfsmaf3istab (Nonius) kann man die Dezimalstellen
bei einer Langenmessung genau ablesen, wenn man den Hilfsmaf3stab mit 9/10

der Langeneinheit L, skaliert. Der MefSwert ergibt sich aus der Position der

ubereinanderliegenden Skalenstriche auf der festen und der beweglichen
Skala. Man erkldre das Mef3verfahren.



Zahlen 1-4

Aufgabe 1.6

Eine linear-elastische Feder der Steifigkeit ¢ hat im unbelasteten Zustand die
Linge L. Wird sie durch Zugkrafte F belastet, so verlangert sich die Feder um
F

AL = —.
c

Gegeben sind drei Federn (Steifigkeiten c¢,, Langen L,). Hintereinander
geschaltet wirken sie wie eine Feder der Lange L mit der Federkonstanten c,

Man berechne diese Ersatz-Federkonstante.

Aufgabe 1.7

Mit den komplexen Zahlen z = 3+i4, z, = 2 —-1i6 berechne man ‘z

Z,

) ,Zl+Z

1 2’

z,z,, l/z1 und zl/z2 .

Aufgabe 1.8
Mit den komplexen Zahlen

1 , 1 . -
z =1, z, :E(—IH\/S), z, :E(—l—u/S) =z,

berechne man (z-2,)(z-2,)(z - z,).



Geometrische Grundlagen 2-1

Um beispielsweise in der Mechanik die mathematische Simulation des Ver-
haltens technischer Systeme vorzubereiten, sind elementare Grundkenntnisse
aus der Euklidischen Geometrie zur Formulierung der entsprechenden
Gleichungen erforderlich. Die wichtigsten sind im folgenden zusammenge-
stellt und werden bei Studienbeginn als bekannt vorausgesetzt; sie gehoéren
zur mathematischen Allgemeinbildung.

Die gegentuiberliegenden Schnittwinkel einer Geraden mit zwei Parallelen sind
gleich.

a+B+y=180°.

Spezielle Dreiecksformen:

gleichschenkliges Dreieck



Geometrische Grundlagen 2-2

gleichseitiges Dreieck

Dreiecke, bei denen die entsprechenden Winkel gleich sind, heiflen dhnlich.

Es gelten dann die folgenden Seitenverhéltnisse:

a, &:a a b a

b,

4 _
b, ¢ &

Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander senkrecht stehen, sind gleich:

\

Alle Dreiecke, deren Eckpunkte auf einem Kreis liegen und den Durchmesser

des Kreises als Dreiecksseite haben, sind rechtwinklig.



Geometrische Grundlagen 2-3

a+(a+p)+B=180° - a+pB=90°

Grundlage fiir die Winkelmessung ist das Verhaltnis der Linge des entspre-
chenden Kreisbogenabschnittes zum Radius des Kreises:

q = Umfangsabschnitt
Radius '

Da a =1 als Bezugsgrofie fiir die praktische Winkelmessung zu grof3 ist, ver-
wendet man oft als Mafieinheit den Winkel

T _so
180

Es ist dann beispielsweise

=T
180 6

a =30°=300°=30_""

v Beispiel:

Werden an zwei Orten A und B mit dem Abstand d auf einem Meridian bei
hochstem Sonnenstand die Einfallswinkel a und B der Sonnenstrahlen ge-

messen, so kann man den Radius R der Erdkugel berechnen:



Geometrische Grundlagen 2-4

A

"A

A

A

A

d=R@-B) - R=

Satz von Pythagoras:
In einem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Hypotenuse (der lang-

sten Dreiecksseite c) gleich der Summe der Quadrate der beiden Katheten (a
und b).

Beweis:
c
a
c b b
c
b
b-a) ab
4 2
c
“ ¢ ab
2 _ N2 ab _ o .2
a2 +p2 = 2 c=(b-a)” +4 > =a“+b



Geometrische Grundlagen 2-5

Ein Kreis ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einem Punkt M den
gleichen Abstand r haben. Daraus ergibt sich die Gleichung eines Kreises in
der xy-Ebene um den Mittelpunkt M:(x,,,y,,) mit dem Radius r:

(x = xy)? + (Y —ypy)* =12,

Gleichung des Kreises um den Koordinatenursprung (x,, =0,y,, =0):
2 2
2,.2_.2 X Y _
x“+y“=r - —+55=1.
y 272
Eine Ellipse
y
2 . . |
P |
I b
rl I's \
0 }
Bl € € B2 X
-1
) — L
-3 -2 -1 0 1 2 3 (@=3, b=2)

ist der geometrische Ort aller Punkte P, bei denen die Summe der Abstidnde
von zwei Punkten B; und B, konstant ist; B; und B, sind die Brennpunkte



Geometrische Grundlagen 2-6

der Ellipse, a und b die beiden Halbachsen.

_ | 2 2 _ 2 2
L =erx)T YT, 1, = (e-x)T +y”,
n+r, =2a,
b=va?-e2

Setzt man r; und r, in die Gleichung r, +r, =2a ein, so erhalt man nach ele-

mentarer Rechnung die Gleichung einer Ellipse in der xy-Ebene um den Ko-

ordinatenursprung mit den Halbachsen a und b auf den Koordinatenachsen:

x2 y2 1

a? b?
Aus der geometrischen Definition einer Ellipse ergibt sich die

~.Gartnerkonstruktion: Ein Faden der Linge 2a wird mit den Endpunkten in
B; und B, befestigt und mit einem Stift in P gespannt. Bewegt man den Stift

unter Aufrechterhaltung der Fadenspannung, so beschreibt P eine Ellipse.

Eine Hyperbel

10

0 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10 (a=2, b=3)



Geometrische Grundlagen 2-7

ist der geometrische Ort aller Punkte P, bei denen die Differenz der Abstande

r

, und r, von zwei Punkten B; und B, konstant ist.

— | 2,,2 — | 2,.2
L= (x+e)” vy, r, = (x-e)” +y”,
n-r,=2a,

[
b=+e?-a>.

Setzt man r; und r, in die Gleichung r, -1, = 2a ein, so erhilt man die Gleich-

ung einer Hyperbel in der xy-Ebene um den Koordinatenursprung und sym-

metrisch zu den Koordinatenachsen:

<y
a2 b2
Die Geraden durch den Nullpunkt
b b
y=—x, y=-—x
a a

sind die Asymptoten der Hyperbel. Aus der Hyperbelgleichung folgt

b . a? . b _ a®> _ b
y=+t—x 1-—, > lim t—x 1-—5=t—x.
a \ X X -0 A \ X a

Eine Parabel

b/2 B X

(b=2)



Geometrische Grundlagen 2-8

ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einem Punkt B und einer Gera-
den jeweils gleiche Abstidnde haben; B nennt man den Brennpunkt der Para-
bel.

Wir wahlen die y-Achse als Bezugsgerade und legen den Punkt B auf die x-
Achse.

r=.(b-x?+y%, r=x

Dann ergibt sich die Gleichung einer Parabel in der xy-Ebene, die symme-
trisch zur x-Achse liegt, wenn man die beiden Formeln fir die Abstdnde eines
Parabelpunktes P von der Geraden und vom Punkt B gleich setzt:

y = +\2bx - b>.

Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel sind Schnittkurven von Kreiskegeln mit
unterschiedlich zur Kegelachse geneigten Ebenen.
Kegelachse

Kreiskegel ) \ N

\Parabelschmtt

- Ellipsenschnitt
~

= = = N - - Kreisschnitt

Hyperbelschnitt

Kegelschnitte



Geometrische Grundlagen 2-9

Aufgabe 2.1

Man konstruiere die von A ausgehenden Tangenten an den Kreis um M.

Aufgabe 2.2

Man berechne in dem rechtwinkligen Dreieck die Hohe h aus den Hypote-

nusenabschnitten ¢, und C,-

1

Aufgabe 2.3

Im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck berechne man die Hypotenuse c
und im gleichseitigen Dreieck die Hohe h.

a b/2 b/2

Aufgabe 2.4

Man berechne den Fldcheninhalt eines Trapezes der Hohe h und den paralle-
len Seiten a und b:



Geometrische Grundlagen 2-10

Aufgabe 2.5

Man berechne den Fldcheninhalt eines beliebigen Dreiecks, das durch die Ko-
ordinaten der drei Eckpunkte in der xy Ebene gegeben ist.

Aufgabe 2.6
Im én-Koordinatensystem lautet die Gleichung der Ellipse
2 2
i + L =1.
a? b2

Wie lautet die Ellipsengleichung im parallel verschobenen xy-System?

A

Aufgabe 2.7
Wie lautet die Gleichung der Ellipse
2 2
i + i = 1
a? b?

in dem um 45° gedrehten xy-Koordinatensystem?

Aufgabe 2.8

Die beiden Aste der Hyperbel x? —y2 =12 haben die Geraden y=x und y=-x
zu Asymptoten (gestrichelt). Wie lautet die Hyperbelgleichung im ¢&n-Koordi-

natensystem der Asymptoten, das um -45° (im Uhrzeigersinn) gegen das xy-

System gedreht ist?



Geometrische Grundlagen

2-11

4 y/L
N
3 <
2 N
N
1 O
N ,
0 \\:/
RERN
_1 /
/
2 7
v
-3 a
V4
4

Aufgabe 2.9

n/L

x/L

¢/L

Im én-Koordinatensystem lautet die Gleichung einer Hyperbel

&n="1.

Wie lautet die Hyperbelgleichung in dem um 45° gedrehten xy-System?

Aufgabe 2.10

Gegeben sind die Punkte A:(-a,0), B:(0,0), C:(x.,y.)- Man berechne den Mit-

telpunkt M des Kreises, der durch die drei Punkte geht.

Aufgabe 2.11

Ein Rad (Radius r) rollt auf einer Bahn ABCD, die aus einer Geraden und zwei
Kreisbogen besteht. Man berechne den Drehwinkel ¢ des Rades in den Bahn-

punkten B, C und D.



Elementare Funktionen 3-1

Zu den am haufigsten bendtigten mathematischen Operationen gehért die
wiederholte Produktbildung von Zahlen, Variablen oder Ausdriicken. Fuir diese
Potenzrechnung gelten die folgenden Regeln (a,b: reelle Zahlen; n,m: ganze

Zahlen):
a:=alta .4, a=1.
%/—J
n mal

aa™ :a(n+m)
a _ n-m)
a™ ’

(an)m :anmi
1 n 1

am ="aq, am=(@m)"=Ma)".

Merken sollte man sich insbesondere die folgenden Formeln, die bei der Um-
formung von mathematischen Ausdriicken sehr ntitzlich sein kénnen:

(a+b)? =a? +2ab +b?,

(a-b)? =a?-2ab +b?,

(a +b)(a-b) = a?-b2.
Vv Beispiele:

Berechnung der Ellipsengleichung aus der geometrischen Kurvendefinition
( - Geometrische Grundlagen): Die Summe der Abstiande n und r, eines Elli-

psenpunktes P:(x,y) von den Punkten B,:(-e,0) und B,:(e,0) ist konstant
(=2a).

(e Hy? + (x—ef? +y? =2a.

n b)
(x+e)’ +y® ={2a - (x-e)” +y%}?,
x? +2ex +e? +y2 =4a? —éLa«V‘““()c—e)2 +y2 +x2 - 2ex +e? +y2,
a, (x-e)?® +y? =a? -ex,
a2(x2 -2ex +e? +y2) =a* -2a%ex +e?x?,
(@2 -e2)x2 +a2y? = a2(a? - 2),

x> y2 2 2 2 x? y2
2 2 2 b =a —-e y 72"'72:1.
a a® —e a b




Elementare Funktionen 3-2

v

Berechnung der Lange L einer Seitenhalbierenden in einem Dreieck.

. 2% ~ 2h?%2=b%2+c?-a? +2ad-2d?,
h®=c*-(a-d)°H

2 2
212 =2h? +%—2ad+2d2 =p2 +c? _a?,

L= ;\/Z(b2 +c?)-a?.

Bei der Definition von bestimmten Funktionen und vor allem in der Kombina-
torik wird die mit n-Fakultidt bezeichnete Produktbildung von natirlichen
Zahlen gebraucht:

n!:=12[BM0O. .
Aufierdem wird definiert:

o:=1.

Aus einer Kombination von Fakultiat-Ausdriicken besteht der Binomialkoeffizi-
ent ,n iiber m* (n,m: natarliche Zahlen):

Qg n! _nn-1)L.Qn-m+1)
HnH ™ i —m) 1[2 (B On

Die Funktion

n

— 2 n_ Ik

P(x)=a +ax+a,x"+..+a x" = Zakx
k=0



Elementare Funktionen 3-3

ist ein Polynom n-ten Grades. Die x-Werte, fir die P(x)=0 wird, nennt man
Nullstellen des Polynoms. Es existieren immer n Nullstellen. Auch wenn die
Koeffizienten a, des Polynoms reelle Zahlen sind, kénnen die Nullstellen reell
oder komplex sein; komplexe Nullstellen treten jedoch immer paarweise kon-
jugiert komplex auf. Mitunter muissen Nullstellen mehrfach gezdhlt werden.

Bezeichnen wir die Nullstellen des Polynoms mit X)Xy, s X, SO gilt, wenn

a, =1 ist,
2 —
a,tax+a,x”+..+ anx” = (2 = x )(x = x,)(x = x5)..(x —x).
Vv Beispiel:
Die Nullstellen des Polynoms 2. Grades
P(x) = a2x2 tax+a,

genugen der quadratischen Gleichung

a a

x2+px+q:O, p::—l, q::701
Ay a,

die in die Form

2
(x+ 0= -q

gebracht werden kann, aus der sich die beiden Nullstellen unmittelbar erge-
ben:

p”

’_ p°
V4 “

2
, X, =- -q.
q 9 N

2 2
Wenn q <% ist, sind die beiden Nullstellen reell. Fur q :% erhalten wir die

doppelt zu zdhlende Nullstelle

-, =_DP
X, =X, =~
1 2 2
2
und far q>% sind die beiden Nullstellen konjugiert komplex (i:=-1):
;‘ 2 : 2
-_pP_ . _P __p S P =
x =-"+i /q-~, x,=—-"-1.q- =
! Ve 27 Ty TR



Elementare Funktionen 3-4

Zu den besonders wichtigen Funktionen fiir die Anwendung der Mathematik
in den Natur- und Technikwissenschaften gehoren die trigonometrischen
Funktionen oder Winkelfunktionen, die zunichst in einem rechtwinkligen
Dreieck als Seitenverhiltnisse definiert werden koénnen:

_ Gegenkathete _ b

sng:

Hypotenuse ¢’

Ankathete _a
cosp = —— — = —
Hypotenuse c

Gegenkathete _ b _ csing _ sing

tang := .
Ankathete a ccos¢p cosp

Von geringerer Bedeutung ist die Winkelfunktion

cotang := cpsd) - 1
sng tang
Aus dem Satz von PYTHAGORAS
2 ,,92_ 2 mrf | bt _

folgt die besonders wichtige Beziehung zwischen sin¢ und cos¢:

(cosp)® +(sing)® =1.
Man schreibt in der Regel
(cosp)? =:cos’9, (sing)? =:sin’¢.

Die trigonometrischen Funktionen kénnen im Einheitskreis, weil dann c=1
ist, anschaulich als Strecken dargestellt werden:



Elementare Funktionen 3-5

~

Es gilt
sin(-¢) = -sing, cos(—¢) = cosg, tan(-¢) = —tang,

. TT . TT T T :
sn(—+¢)=sin(—-¢) = cosg, cos(— +¢) = —cos(- - ¢) =—sing.
(5, +9)=sin(; ~9) ¢ S, *9) S, ~9) ¢
Empfehlenswert ist es, sich die Werte der Sinus- und der Cosinusfunktion fir

spezielle Winkel zu merken. Aus den Winkelgrof3en im gleichseitigen und im

gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck

L e
2
45°
2
2
" 0° 30° 45° 60° 90°
0 7/ 6 /4 /3 /2
. 1 1 1 1 1 I
sing | =.0=0 ~1== =.2 ~./3 —.4=1
P07 27 27 Y
cosp | — /4 =1 ~~3 ~\2  —\1=- —-.0=0
v 5 2" 2" 2 "2 92




Elementare Funktionen 3-6

Graphen der Winkelfunktionen sing, cos¢ und tang :

1.0 [ -
N sing .
7/
AN /
/
0.5 N
N /
N\ /
N\
\ /
/
0.0 N
\ /
\ /
o /
cosd
/
-0.5 N
N\ /
N 7
Ny v
-1.0 D= =7

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
¢ im Gradmaf3

sin(¢ +2m) =sing, cos(¢ + 271) = cos.

5

4 / ]

3 / tang /

2

1

0
-1
2
-3
4 / /
5 / |

-180 -150 -120 -90 -60 -30 O 30 60 90 120 150 180
¢ im Gradmapf’

tan(¢ + m) =tang, tan(—¢) = —tan¢g.

v Beispiel:

Fur die Formulierung von geometrischen Bedingungen bei der mathemati-
schen Modellbildung eines technischen Systems koénnen die folgenden Seiten-
Winkel-Beziehungen an einem Dreieck mitunter sehr hilfreich sein.



Elementare Funktionen 3-7

csina = asiny

\\ bsina = asinft —p)=asinf

b

AT ; acosft - )= —acosB

Tl P
T / ccosft — B) =—ccosB
bsiny =csinft - )= csinf Sy
Sinus-Satz:
csina =asiny, _ _ |
asinf=psna, . C=3W o a_snd b _dnf
. . a sna b snpg c sny

bsiny =csin;

Cosinus-Satz:
a? = (bsina)2 +(bcosa - c)2 - a? =b? +¢? - 2bccosa,
b2 = (csinB)? +(a - ccospP)? -~ b?=c?>+a®-2cacosp,

c? = (bsiny)? + (bcosy - a)? -~  c?=a?+b%-2abcosy.

acosy +ccosa = b,
bcosa +acosf =c,
ccosB +bcosy =a.

Flacheninhalt:

A= labsiny zlbcsina = lcasinB.
2 2 2
A

Haufig werden bei der Vereinfachung von Ausdriicken, die trigonometrische
Funktionen enthalten, die folgenden Additionstheoreme gebraucht:

sin(a + ) =sina cosf + cosa sin 3,

cos(a + ) = cosa cosB —sinasin,

sin(2a) = 2sina cosa, cos(2a) = cos’a —sin’a,
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tan(a + )= SN@ *+ B) _sinacosp+sinfcosa _ tana + tanfs
cos(a + ) cosacosB-sinasinB 1-tanatanfB’

cos(kc + m)¢ = cosk¢ cosm¢ —sinkg sSsnme,

sin(kc + m)¢ =sink¢ cosm¢ +sinmg coskg,

+ - + -
cosa+cosﬁ:2cosa ’Bsina2B, sina+sinB:25inazﬁcosa2'B.

Weitere Beziehungen findet man in Formelsammlungen tiber trigonometrische
Funktionen.

v Beispiel:
Uberlagerung von Sinusfunktionen mit leicht unterschiedlichem Argument:

y(x) = Sin(5x) +sin(5,1x) = 2sin(5,05x) cos(0,05x)

MMMMM Anﬂf\f\MM
L g O 80
L L LT
R R V101 R TLRTHIATTARR AR RHATTNY
H R S T A SN
AR RN A0 T AR
1 T VLY
o LLLVTVEYE BARARN
~Schwebung*

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind die arcus-
Funktionen:

y=sng o ¢=acsiny (-1<sy<l), (-m/2<¢<m/2)
y=cosp ~ ¢ =arccosy (-1sy<l), (0O<op<n

y=tanp o~ ¢ =actany (rosy<w), (-m/2<¢p<m/2)

Insbesondere sind dabei die y-Definitionsbereiche zu beachten.
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Bestimmung von Funktionswerten der arcus-Funktionen:

1
|
y \
|
|
|
0 |
} arcsiny
|
[
|
| /
-1
-2 -1 0 1 2
1
y \
\ N
0 \
I
arccosy \ |
\ |
\ |
|
1 \
0 1 2 3 4

/ arctany
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v Beispiele:

A
v

a

Eine Stange der Lange L wird tber eine Stufe der Hohe h geschoben. Man
berechne den Neigungswinkel a und die Koordinaten des Endpunktes B als
Funktionen der Koordinate x, des Stangenpunktes A.

h
tana = , - o = arctan
a-x,

a—-x

),

A
= x , + Lcos(arctan

B

A

Yg = Lsin(arctan

).

A

Um zwei Kreisscheiben mit den Radien R und r, deren vertikale Durchmes-
ser den Abstand a haben, soll ein straff gespannter Riemen gelegt werden.
Man berechne den erforderlichen Umfang U.
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R-r R-r
tana = , - a = arctan .
a a
U =2a+R(ir+2a) +r(ir—2a),
R-r

U=2a+(R+r)m+2(R-r)arctan

v
Bis zu welcher Entfernung s auf der Eroberflache kann man von einem Turm

der Héhe h bei ungetribter Aussicht sehen, wenn die Erde als ideale Kugel

mit dem Radius R=6370 km angenommen wird?

Ra.

(R+h)cosa =R, - a = arccos ! ; S
1+h/R

h=10m s=11km
h=100m s=36km

v
Das Ergebnis der Addition einer Sinus- und einer Cosinusfunktion mit gleich-
em Argument ¢ kann durch eine entsprechende Sinusfunktion mit dem Argu-

ment (¢ +a) ausgedrickt werden:
C,sing +C, cosp = Asin(¢ +a).

Mit dem Additonstheorem fiir die Sinusfunktion
sin(¢ + a) =sing cosa + cospsina

wird
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C,sing +C, cosgp = A{sing cosa + cosg sina}
und ein Vergleich der Faktoren von cos¢ und sing auf beiden Seiten der
Gleichung ergibt
Acosa =C,, Asina =GC,,
also
A= CP?+C)2, a =arctan(C, /C)).

Von den beiden aquivalenten Darstellungen der Funktion
J(@)=C,sing +C, cos¢p = Asin(¢ +a)
ist die erste mitunter rechentechnisch vorteilhaft und die zweite darstellungs-

technisch: Die Funktion f(¢) ist eine Sinusfunktion mit der Amplitude A und
bei ¢ =-a hat sie einen Nullpunkt.

Sf(¢9)=2sing + 3cosgp =13 sin(¢ +arctan(3/2))

4
\ ,/A N
2
> N . // \\
//\ \\281n¢ / 7\ \ /
N
// \ N ’l/ // \ \\ /
\ / \
Y \\ 7 <
\ \ J / \ AN /
2 3COS¢ ) \ /\ /// ) \\/\ ///
N ,/, \ v
-4
0 4 8 12

In der Gauf3schen Zahlenebene konnen die aus einem Real- und einem Imagi-
narteil bestehenden komplexen Zahlen

zZ=x+iy
als Punkte dargestellt werden. Dabei ist es ublich, fiir den Realteil x die hori-
zontale und fir den Imaginarteil y die vertikale kartesische Achse mit jeweils

gleichem Mafistab zu verwenden.
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]
2]
g
< _9 Z2=x+iy
] ~
B P [
g r- | -
& PN | y=rsinp
reelle Achse X =1 Ccosp :
|
|
I = .
o Z=X—1Yy

Aufierdem 1483t sich die Lage der Zahlenpunkte mit Hilfe der Polarkoordinaten
r und ¢ beschreiben, wobei

r=x%+y%,  ¢:= arctan(g)
X
ist:
z =r(cos¢ +ising), Z =r(cos¢ —ising).

Aus der Polarkoordinatendarstellung ergibt sich die Pfeildarstellung, bei der
der komplexen Zahl z vom Nullpunkt aus ein Pfeil der Linge r zugeordnet
wird, der mit der reellen Achse den Winkel ¢ bildet. Die Addition von kom-

plexen Zahlen 14t sich dann graphisch als Pfeiladdition darstellen:

z=z +2z,
_
° //// //Z:(x1+x2)+l(y1+y2)
) -
£ - |
< - + I
£ I
ob /
o]
E
reelle Achse

Zu den interessantesten mathematischen Funktionen gehort die Exponential-

funktion (e-Funktion), die folgendermafien definiert ist (x: reelle Zahl):

2 3 o .n
ez exp(x)i=l+x+ o+ 4 = > X
2! 3l 4 nl
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e=e! :exp(1):1+1+l+l+i+...: > 1 5 71828182846..
2 6 24 £onl

Graph der Exponentialfunktion:
12

1% y=e* |

-3 -2 -1 0 1 2 x 3
Wenn der Definitionsbereich der Exponentialfunktion auf komplexe Zahlen er-
weitert wird, erhalten wir insbesondere fiir die rein-imaginare Zahl i¢ im Ex-

ponenten:
; _ - 2 _ i(d—
p el¢’ p e l¢’ ‘p‘ pp el(¢ ¢] eo 1'

o = 14ip+ 97, (@) (@9
2! 3! 4! 5

o? :{1_ﬁ+ﬁ_£im}+i{¢—£+£—£i...},

21 4! 6! 31 5B 7
a b

Die komplexe Zahl p = e'? liegt auf dem Einheitskreis.

imaginare Achse
=
1
[u—
\

reelle Achse a= COS|)

Die Abbildung erklart die sehr praktische EULERsche Formel
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e = exp(ip) = cos¢ +ising.

Mit dieser Darstellung der komplexwertigen Exponentialfunktion erhalten wir
die Reihendarstellungen der Sinus- und der Cosinusfunktion:

o 9% 9° ¢

SII’I¢ —¢_§+§_?i...

cos¢ :l—ﬁ+ﬁ—£i...
2l 4l 6!

und die recht guten Naherungswerte der Sinus- und Cosinusfunktionen far
Winkel ¢, deren Betrag im Bogenmaf(!) im Vergleich mit 1 sehr klein ist

(p/<<1).

Beispielsweise wird

sn(0,1) .. =0,099833..=0,1  cos(0,1) ., =0,995004...=1,0

exakt exakt

Die Darstellung beliebiger komplexer Zahlen
Z=x+1iy
in Polarkoordinaten
Z =rcos¢ +irsing,
y

X .
+y2, cos¢ = —, sing ==+,
r r

=X

lautet bei Verwendung der EULERschen Formel:

z =r(cos¢ +ising) =re® =rexp(ip).

Fur die zu z konjugiert komplexe Zahl gilt
z=re’ ¥,
Eine negative reelle Zahl —a lautet in komplexer Schreibweise

-a = ae'.

Die Multiplikation und Division mit komplexen Zahlen 143t sich mit Hilfe der
EULERschen Formel besonders leicht ausftihren:

gy
129 = 1p€ :
. . |:|
z = rleupl, z, = rzeld)?, -0
A
0% -0 ie7¢5)
Hz, 1,

Auch Additionstheoreme der Winkelfunktionen sind mit der EULERschen
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Formel schnell herzuleiten.
v Beispiele:
Berechnung von sin(a + ) und cos(a + 8):
el (@*P) = oo = (cosa +isina)(cosB +isinPB),

e'@*P) = (cosa cosB - sina'sin B) +i(sina cos +sin Bcosa).

cos(ar+p) sin(a+)
A
v
Berechnung von cos(3a) und sin(3a) als Funktionen von cosa und sina:
e'3% = (cosa +isina)>
cos(3a) +isin(3a) = (cosa)3 + 8(cosa)2isina +3cosa(is na)2 +(is nar)3
cos(3a) = cos’a — 3cosasin?a = 4 cos’a - 3cosa,
sin(3a) = 3cos’asina —sin3a = 3sina - 4sin®a.
A

v
Darstellung von cosa +cosf und sina +sinf3 durch Produkte von Sinus- und Co-

sinusfunktionen:
ia+[3 a- ia+ﬁ iﬁ—a
e"=e 2e¢ , ef=e 2¢ 2
a+B  .a-f .B-a
4 1 1
e+ef=e 2 (e 2 +e 2),
a+p [a+B
A —_ —_
e +ef=¢ 2 (cos? AP in9 =P L cosP 9 4 ignP 2 y=e 2 2cos” B
2 2 2 2 2
(cosa+cos,8)+i(sina+sinﬁ):(cosa;B+isina+[3)2cosa;ﬁ,
cosa+cos,8:2cosa+ﬁcosa_ﬁ,
2 2
sna +sin= 2sma 'B J
2 2
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Fur manche Anwendungen ist es zweckmaflig, die Hyperbelfunktionen einzu-
fthren.
In Analogie zu

Cosx=l(ei"+e_v‘), Sinx:i'(eix —e ),
2 2i
wird definiert:
Cosinushyperbolicus: coshx:= ;(e’C +e™),
Sinushyperbolicus: sinhx:= ;(e" -e™),
3 5 7
snhx=x+"—+"—"—+"—"—+.,,
3 5 7
2 4 6
coshx=1+> +% 4% 4
21 4 6

und in Analogie zur trigonometrischen Tangensfunktion

snhx e*-e™*
Tangenshyperbolicus: tanhx: = = .
& yP coshx e*+e™*

Definitionsgemaf3 gilt:
sinh(0) =0, cosh(0) =1,

sinh(-x) = —sinhx, cosh(—x) = cosh x.

Graphen der Hyperbelfunktionen:

10
N\
AN
AN
AN /
5 N
> coshx %
o T e I
—
sinhx
-5
-10
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1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0
-0.2
-0.4
-0.6

0.8
-1.0 ——

-3 -2 -1 0 1 2 X 3

tanhx

Aus

folgt

cosh®x —sinh?x =1,
und mit
e* =coshx +sinhx, e * =coshx —sinhx,
e = e*eY = (coshx +sinhx)(coshy +sinhy),

e~ (") = e™Xe7Y = (coshx - sinh x)(coshy - sinhy),

erhalten wir die Additionstheoreme

cosh(x +y) = coshx coshy +sinhxsinhy,
sinh(x +y) = sinhx coshy + coshxsinhy.

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen sind die Area-Funktionen:

y=snhx o x=asnhy —o <y <o
y=coshx o x=arcoshy y=1
y=tanhx ~ x=artanhy -l<y<l1

Zu den wichtigen Kurven in der xy-Ebene gehoéren der Kreis, die Ellipse und

die Hyperbel. Sie konnen jeweils durch eine Beziehung zwischen den Koordi-
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naten x und y oder in einer Parameterdarstellung mit A als Kurvenparameter
beschrieben werden:

. x2 y2 .

Kreis: r—2+r—2:1, oder X =rCcosA, y=rsnA;
52 yz

Ellipse: —2+b—2:1, oder X =acosA, y=bsnA;
a
52 yz

Hyperbel: —2—b—2=1, oder x =acoshA, y=bsnhA.
a

Die Logarithmusfunktionen sind die Umkehrfunktionen der Exponentialaus-
driicke. In der Gleichung

b* =a
ist x der Logarithmus der Zahl a zur Basis b.
x =log, a.
Wahlt man insbesondere als Basis b die transzendente Zahl e, so gilt

e’ =a - x =log,a =Ina.

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist der Logarithmus zur Basis e
oder Logarithmus naturalis:

y=Inx o x=eY {0<x <o}, {-0<y <o}
x=e"*  Ine*)=x. In1)=0, In(e)=1.
1.0
Inx | —
0.0
-1.0
2ol
0 1 2 X 3
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Rechenregeln und Anwendungen der Logarithmusfunktion:

xy = e'"¥eNV = elInx+Iny) o In(xy) = Inx +Iny,
X elnxgmlny = plnx=iny) |y Xy = Inx - Iny,
y y

a* :(elna)x - xlna’ (a>0)_

Xk :(emX)k:ekH’Ix’ (X>O)

Nattuirlicher Logarithmus von komplexen Zahlen:

z=x+iy=rei¢, . Inz =Inr +i¢.

Nattuirlicher Logarithmus von negativen reellen Zahlen:

In(-a) = In(ae'™) = Ina +ir.

v Beispiele:
Die Umkehrfunktion der Hyperbelfunktion

y =sinhx
lautet
x =arsinhy.
Weil
y=sinhx = l(ex -e ™)
2
und
coshx = /1+sinhx = | 1+y2 = ;(ex +e™)
ist, wird
y+ 1+y® =e”
also
x =In(y +1+y?) =arsinhy.
v
Zur Hyperbelfunktion
e*-e™* _ e?X-1




Elementare Funktionen 3-21

gehort die Umkehrfunktion

x = artanhy.
Aus
y(e** +1)=e** -1 L e2x=1tY
) 1 _ y )
folgt schlieflich
X = lI Y artanhy.
2 l-y

Die Umkehrfunktion der Zehnerpotenzfunktion ist der Logarithmus zur Basis
10 (gewohnlicher Logarithmus):
log, ,a =!loga,

y =logx o x=10Y {0<x <o} {-00<y<od}
x =10'%9%, log(10%) = x.
log(1) =0, log(10) =1.
Beziehung zwischen logx und Inx:

X = 10Iogx - (eln(IO))Iogx - eln(lO)Iogx N Inx = In(10)logx,

In(10) = 2,302585...

logx = Inx =0,43429Inx.

1
In(10)

Jede positive reelle Zahl x kann dargestellt werden in der Form

x =a,bcde...10™, a,b,c,...0{0,1,2,...,9}, a #0, n: ganze Zahl.

Daraus folgt
logx = log(a,bcde...) +log(10™) = n +log(a,bede...).

Beispielsweise gilt:
x=0,00351=3,5100"° -  logx=-3+log(3,51)=-3+0,545307,
x=351=3,51002 -  logx=2+log(3,51)=2+0,545307.
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Diese Beziehungen bilden die Grundlage fur logarithmisch geteilte Skalen bei
der Erfassung von grofien Definitions- und/oder Wertebereichen in der gra-

phischen Darstellung von Funktionen.

1074 1073 1072 107} 1 10 102 103

0,00351 3,51 351

Darstellungsbereich: Sieben Zehnerpotenzen.

Es koénnen allerdings nur positive reelle Zahlen logarithmisch dargestellt wer-

den.

v Beispiel:
Die Graphen von Funktionen dndern sich mit den Achsenskalierungen. So sind

beispielsweise die Graphen der Funktionen y = x3 und y= x~3 bei linearen

Achsenteilungen gekriimmt und bei logarithmischer Teilung der Achsen Gera-

den.
y=x> - logy=3logx
y=x_3 - logy = -3logx
y=x°
1000 102
800
10!
600
400
109
200
0 L 101
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y=x7
10 102
8
101
|
2L
\ 100
o |\
0 — 101
1 2 3 4 5 101 100
A
v Beispiel:

Die Empfindlichkeit des menschlichen Ohres ist abhingig von der Frequenz
der Schallwellen. Bei 400 Hz (= 400 Schwingungen/Sekunde) liegt die Hor-
schwelle bei einer Schallintensitiat von
1=7.2002Wm?2, (1W:=1Watt = 1Nms ™).
Bezieht man die Intensitat des Schalls auf
I,;=100"?Wm™,
so ist
B:=10og(I/I,,)
der in dB (Dezibel) gemessene Schallpegel. Die Hoérschwelle far 400 Hz liegt
also bei
B,,, =100og(7.2) dB = 8.57dB.
A

Fast alle bisher vorgestellten Funktionen y = f(x) sind in ihrem Definitionsbe-
reich stetig. Das bedeutet anschaulich: Bei beliebig kleinen Anderungen der
unabhangigen Variablen x um Ax wird die Differenz

Af = f(x+4Ax) - f(x)
beliebig klein. Eine Funktion y= f(x) heif3t also an einer Stelle x =a ihres De-

finitionsbereiches stetig, wenn der Grenzwert (Limes)

lim f(x) = f(a)

X-a

existiert.
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Die Funktion f(x)=tanx ist beispielsweise an der Stelle x =72 unstetig denn
es gilt

lim tan(7/2 — &) = +oo, lim tan(77/2 + &) = —oo.

£-0 £-0
Eine Unstetigkeit an der Stelle x =a kann aber auch ein endlicher Sprung
sein:

lim f(a-¢)=f(a-) lim f(a+é¢)=f(at)

£-0 £-0
S(x) springt an der Stelle x =a, wenn wir sie in positiver x-Richtung durch-
laufen, vom Funktionswert f(a-) auf den Funktionswert f(a+). Im Punkt x=a
kann man dann beispielsweise vereinbaren, daf3

PRI : fla-)

sein soll.

Aufgabe 3.1

Man berechne die Massendichte von Eisen (p=7,86 Gramm/Kubikzentimeter)
sowie das spezifische Gewicht y:=pg in den Einheiten der Kraft (1 N), der
Linge (1 m) und der Zeit ( 1 s).

Aufgabe 3.2

Man bestimme alle Argumente der Sinus- und Cosinusfunktionen im Intervall
[-2m,+2m], die den Funktionswert sina liefern.

Aufgabe 3.3

Die Uberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen gleicher Frequenz
ergibt wieder eine harmonische Schwingung mit dieser Frequenz:

A sin(wt +¢,) + A, sin(wt +¢,) = Asin(wt + ).
Man berechne die Amplitude A und den Phasenwinkel ¢.

Aufgabe 3.4

Ein in A befestigtes Seil wird tUber die in B gelagerte Umlenkrolle gefithrt und
ist auf die in C gelagerte Kreisscheibe aufgewickelt. Man berechne den Umlen-
kwinkel [ sowie sina,cosa,siny und cosy.
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Aufgabe 3.5

Die in O drehbar gelagerte Stange ist mit einem Fuhrungsschlitz versehen, in
dem der Endpunkt B der in A gelagerten Kurbel AB gleiten kann. Man berech-
ne den Drehwinkel a als Funktion des Kurbelwinkels .

Aufgabe 3.6
Durch drei Punkte A: (x,,y,). B:(xg,yg) und C:(x.,y.) mit unterschiedlichen

x -Koordinaten ist eine Parabel 2. Grades

xta X2

yx)=a, +a, 2

definiert. Man berechne die Koeffizienten aqa und a, .
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5

y/L
4

Aufgabe 3.7

Die Funktion n = &2 /(4b) beschreibt eine Parabel mit dem Scheitelpunkt A und
dem Brennpunkt B auf dern-Achse.

y n
2
n=E—
B 4b
b
A &
X

Wie lautet die Gleichung dieser Parabel im xy-Koordinatensystem? Mit Hilfe
dieses Ergebnisses berechne man die Koordinaten des Scheitelpunktes und

des Brennpunktes der Parabel

_ 2
y=a,x“+ax+a,, (a, >0).

Aufgabe 3.8

In B trifft ein von A kommender Lichtstrahl auf eine verspiegelte Kreiszylin-

derwand und wird in Richtung C reflektiert (Einfallswinkel = Ausfallswinkel).

Man berechne die Koordinate Xe-
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Aufgabe 3.9

Zwei starre Rechteckplatten sind gelenkig miteinander verbunden und koén-
nen sich in der xy-Ebene drehen, wobei die Winkel a und [ zur Beschrei-
bung der Lage des Systems verwendet werden. Man berechne die x- und die
y-Koordinaten der Punkte P, und P, als Funktionen der Winkel o und S.

Aufgabe 3.10

Die Eckpunkte A und B einer rechteckigen Scheibe (Schwerpunkt S) kénnen

auf der y- und der x-Achse gleiten. Man berechne die Koordinaten XpYaiXg

und yg als Funktionen des Winkels a, sowie die Bahnkurve von S.
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y y
A
P D
\
\
\
S o
\
\
\ B B

Aufgabe 3.11

wenn die Halbkreisscheibe auf

und x

Man berechne die Koordinaten x

s' Ys B’

dem Wagen rollt.
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Aufgabe 3.12

Man berechne den Winkel y als Funktion des Winkels a.

Aufgabe 3.13

Man berechne die Beziehung zwischen den Koordinaten des Punktes P in den
beiden Bezugssystemen.

y
 *P (TP
a
d ja &
EP yP|
np & |
P o | X

o\ *p

Aufgabe 3.14

Eine geschwindigkeitsproportional schwach gedampfte Schwingung wird be-
schrieben durch das Gesetz
y(r)=Ae P'sn(\1-D?1), 0<D<1l, T=w,t

Die Konstante D ist das LEHRsche Dampfungsmaf3.
Man stelle diese Funktion fiir D =0.1 graphisch dar und formuliere die Funkti-
on y(t) in komplexer Schreibweise.



Geradengleichungen

Eine Gerade in der xy-Ebene ist definiert
entweder
durch einen Punkt A und den Winkel a mit der x-Achse,
oder
durch zwei Punkte A und B.

Im ersten Fall hat ein beliebiger Punkt P auf der Geraden die Koordinaten

x=x, +scosd, Y=y, +ssina.

Das ist die Parameterdarstellung der Geraden. Wenn wir den Abstand s der

Punkte P und A eliminieren, erhalten wir die Geradengleichung
y=y, ttana(x-x,);

tana ist die Steigung der Geraden.

Im zweiten Fall wird

Ys “Ua
X, — X

tana =

B A

und damit lautet die Geradengleichung

Ys “Ya (x=x,).

y:yA+x X

B TA
Fur Geraden durch den Ursprung des Koordinatensystems wéahlen wir
x, =y, =0.
Damit ergeben sich die Darstellungen
X =scosa, y =ssna;
y =tana x,



Geradengleichungen 4-2

Fur die Gerade, die durch den Punkt A:(a,0) auf der x-Achse und den Punkt
B:(0,b) auf der y-Achse geht, wird

b
y=—-—(x-a).
a
y
\B
b
A X

a \Q = —arctanp/a)

Daraus ergibt sich die Abschnittsform der Geradengleichung:

XY,
a b
Die durch die Gleichung
pxtqy=r = L + i =1
r/p 1/q

beschriebene Gerade hat die Achsenabschnitte

a=", b=".
b q

Mit dieser Information 1483t sich die Gerade leicht graphisch darstellen.

v Beispiele:

Die Berechnung des Schnittpunktes P zweier Geraden

B =X, s, C0sq, Exsz+s2cosB,
G,:0 ) G,:0 _
HY =y, *s,sna, AU =Yg +S,8np,

fuhrt zu dem linearen Gleichungssystem
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X, s, 0080 = xg +5,C08P S, oSt — S, COS3 = X = X,

Y, ts,8na =y, +s,snf s, 8ina —s,sNB=yg ~y,
fur die Abstande des Schnittpunktes P von den Geradenpunkten A und B:

(XB _XA)S-nB_(yB _yA)COSB

S, =

1 sn(B-a) '
_ (xg —x,)sina = (yg —y, )cosa
2 sin(B-a)

Wenn A #ZBund a # 3 ist, gibt es immer einen Schnittpunkt mit endlichen
Entfernungen von A und B.

Wenn A =B und a # ( ist, wird S =s =0.

2

Wenn A #Bund a =f ist, sind die Geraden parallel und es gibt keinen
Schnittpunkt in endlicher Entfernung von A und B.

Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir die beiden Unbekannten x

und y
a; | X +a;,y = b,

Ay X +ay,Y = by

1483t sich immer deuten als Schnittpunktbestimmung der Geraden

a b a b
y= -y 21 y=-221, 4 %2
) ) A Ag
Hf_/ H_/

tana tan 3
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Es gibt keinen Schnittpunkt, wenn die Geraden parallel sind:

a=3 - tana=tanf - Y-% | g4 —a.a, =0
11%2 ~ 42U =Y

Wenn die Koeffizienten des linearen Gleichungssystems

a; | X +a;,y = b,

Ay X +AyoY = by

die Gleichung

a 0

11%2 ~ G99 =
erfullen, existiert keine Losung.
Der aus den Koeffizienten des Gleichungssystems gebildete Ausdruck ist die

Determinante der Koeffizientenmatrix:

[a,; a0
detl = a0y ~ A 5051
Hla) Gg0H
A
\ 4
P
y -~ N

I\
P\
o
\d
| \ Up ~Ya

Fur den senkrechten Abstand d eines Punktes P:(x ) von der Geraden G

p'YUp
durch den Punkt A sowie den Abstand s* des Lot-Fuf3punktes P* vom Punkt A
erhalten wir das Gleichungssystem:
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s*cosa —dsna =Xp Xy,

s*sina +dcosa =y, —y,.

Daraus folgt
d=(yp —y,)cosa - (xp, —x,)sina,

s* =(Yp —Y,)sina +(x, —x,)cosa.

Aufgabe 4.1

Man berechne die Koordinaten der Schnittpunkte P und Q der Geraden G3
mit den Geraden Gl und G2 in der xz-Ebene, sowie die Koordinaten des
Mittelpunktes M der Strecke PQ und deren Lange.

Gl G2

Aufgabe 4.2
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Fur den Kreis mit dem Radius r um den Mittelpunkt M:(x,,,y,,) berechne
man die Koordinaten der Bertihrungspunkte C, und C, der Tangenten durch

den Punkt A:(x,,y,)-
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y Graph der Funktion J(Xx)

s Sekante

S(x+Dx) - f(x)

Der Quotient

JSx+4x) - f(x) :.g:tan
Ax Ax

wird Differenzenquotient genannt. Er liefert den Tangens des Neigungswin-
kels a der Sekante durch die Kurvenpunkte P und Q.

a.

Mit dem Grenzubergang Ax - O nahert sich der Punkt Q dem Punkt P, und
aus der Sekante wird die Tangente an den Funktionsgraphen im Punkt P mit
dem Neigungswinkel ¢(x). Man bezeichnet den Grenzwert als Ableitung oder
Differentialquotient der Funktion f(x) an der Stelle x und erhalt

frx):= d{g) = Jim Jx +AZ\2 S _ tang ).

(Man spricht: ,f-Strich“ oder ,d-f-nach-dx®).

Die Ableitung einer Funktion f(x) an der Stelle x gibt also Auskunft tiber die
durch tan¢(x) beschriebene Steigung der Funktion f(x) an der betreffenden
Stelle.

v Beispiele:
Fur die Potenzfunktion

flx)=x", n=12.3,...
erhalten wir

flx +Ax) = (x + Ax)" = x™ + nx™ 1 Ax + Terme mit hoh. Pot. von Ax



Differentialrechnung 5-2

und deshalb wird
Slx +Ax) - f(x)

'(x) = lim = nx"
J'(x) Jm A
n
dx =L (n=12,..).
dx
A
\ 4
Fur die Exponentialfunktion
2 3 4 5
X o] gy s M) LX) () (A7
3! 4! 5!
gilt
Mx _ 2 3 2
lim € Lo jim g+ 24 @7
Mx-0 Ax Ax -0 2! 3!
und somit
de}\x Alx+Ax) e)\x eAAx 1
= lim = e™ lim
dx Ax -0 Ax Mx-0 Ax
Ax
de - /\e}\x
dx
A

Haufig werden die folgenden Differentiationsregeln gebraucht, die sich aus
den entsprechenden Differenzenquotienten mit dem Grenzibergang Ax - O

ergeben:
J(x) = g(x) + h(x) - J'(x)=g'(x) + h'(x),
J(x)=aglx) - J'x)=ag'(x),
Produktregel:
J () = g(x)h(x) - J'(x) = g'(x)h(x) + g(x)h'(x),
Quotientenregel:
_9x) i+ = M)g'(x) — glx)h'(x)
T b J) (h(x)?
Kettenregel:

dg(h) dh _ dg(h)

h'(x).
dh dx dh

Sx) = glh(x)) - S'x) =
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Vv Beispiele:
Bestimmung der Ableitungen der Winkelfunktionen:
d cos(Ax) +i dsin(Ax)

de?™ d .
= —{cos(Ax) +isin(A =
dx OO HISIA} =T dx
deiAX .
o= 1e™ = i cos(Ax) + isin(Ax)} = ~AsiN(Ax) + 1A cos(Ax),
M:_,\gn(;\x), M:Acos(}\x).
dx dx

v
Bestimmung der Ableitungen der Hyperbelfunktionen:

Ax -Ax
dcosh(Ax) _ 1d(e™ +e ™) _ A(e/\x - e ™) = Asinh(Ax),

dx 2 dx 2

. Ax _ —Ax
dSZTAX) _ ; d(e dxe ) _ g(eAx +e™) = ) cosh(Ax).

v
Anwendung der Produktregel:
f(x) = x?sin(Ax),

(%) = 2xsin(Ax) + x2A cos(Ax).

v
Anwendung der Produktregel:
S (x) = Ae™ din(ux),

S1(x) = Ae™ (Asin(ux) + pcos(px)).

v
Anwendung der Qotientenregel:

f=xm= 1
X

S ==
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v
Anwendung der Qotientenregel:
dtanx :imsinx 0_ cos’x +sin’x _ 1
dx  dxcosxD cos®x cos’x
A
v
Anwendung der Kettenregel:
g =h%  h)=0+x°) - f(x)=ghx)=0+x>P;
Fr(x) = 30+ x3)23x2 = 9x2(1 + x3)%.
A

Graph der Funktionen
S oder g(y)

_sny _sin(ri2-¢) cosgp 1
T cosy cos(m2-¢) sing  tang’

tany

Ist x = g(y) die Umkehrfunktion der Funktion y = f(x), so gilt fir die beiden

Neigungswinkel der lokalen Tangente bezogen auf die x- und die y-Achse

1
tany(y) = (@6(0), )
Daraus folgt
dgly) _ 1
dy df(x)O
H dx DX:g(y)
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Vv Beispiele:

y=snx o x=acsiny

darcsiny _ 1
dy B (dsinx]
U dx Dx:arcsiny
_ 1 _ 1 _ 1
(€05X) . —arcsiny (,\1 - sinzx) . -y
x=arcsiny

v
y=tanx - Xx=arctany
darctany _ 1
dy [d tanx [J
0 dx szarctany
_ _0 cos?x O 0O 1 O 1
- (Coszx)x:arctany ~ Bsin?x + cos?x " H +tan?xH C1+y?
xX=arctany x=arctany Yy
v
y=Inx - x=eY
dIn x _ 1 _ 1 1 1
dx (deY O (ey) elnx x .
BTE y=lnx
y y=lnx
v
Die Funktion
y(x) = (f)F, flx)>0, k: reelle Zahl

kann mit der Substitution

u = fx)

vorubergehend geschrieben werden



Differentialrechnung 5-6

k

y -u — {ell’IU}k - eklnu'

Nach der Kettenregel wird dann

I —

d dlnu u' u' _
Y= ekinuy = kelmut o kg k-l
u

u9
Y du u u

also in der ursprunglichen Scheibweise

y' = k() (x).

v

Auf eine verspiegelte Zylinderflache, die in der xy-Ebene durch die Kurve
y = f(x) beschrieben wird, trifft im Punkt R ein parallel zur x-Achse einfallen-
der Lichtstrahl.

Tangente

einfallender Lichtstrahl

-l

Yr|--------- =

“\Normale

reflektierter Lichtstrahl

Er wird dort nach dem Reflexionsgesetz ,Einfallswinkel = Ausfallswinkel“ re-
flektiert und trifft im Punkt P auf die x-Achse. Man berechne die Koordinate
von P fur den Fall, daf3 die Erzeugende der Zylinderflache die Parabel

y =\ 2bx - b>
ist.
Einfalls- und Ausfallswinkel werden auf die lokale Tangente im Punkt R bezo-
gen, deshalb ist

tana = f'(xp).
Die Gerade durch P und R hat den Neigungswinkel 2a, also gilt fur die Punkte
auf der Geraden
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Y =Yg +tan(2a)(x - x)

und insbesondere fiir den Punkt P

0 =yg +tan(20)(xp — xg).
Daraus folgt

x, =x - YR
PR tan(2a)

mit
2tana _ 2f"(xR)

D) a1 ()

Nun ist aber

b b b
)= g L flg=2
S b2 S0 Fw) =y
en@ay= YR - PUg

yp2-b? bx,-b*’
und deshalb wird

bx_ —b?
Xp=Xp Yr =xR—R7:b.
tan(2a) b

Weil dieses Ergebnis unabhéngig ist von der Koordinate x, des Reflexions-
punktes R, werden alle parallel zur x-Achse einfallenden Lichtstrahlen in den
gleichen Punkt P auf der x-Achse reflektiert, der deshalb ,Brennpunkt® heif3t
und bei der Parabel
y =\ 2bx - b?
den Abstand b vom Koordinatenursprung hat ( - Geometrische Grundlagen).
A

v
Auf dem Parabelabschnitt
y=\2bx—b2 =(2bx—b2)1/2, (x>b/2, y>0)
gilt fur die Steigung
b

,_ 1 2\-1/2
y=-@bx-b>op= 2
2 2bx - b?

also
Yy =b/y
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Die entsprechende Gleichung
yy'=b
kann als Differentialgleichung fiir eine Funktion y(x) aufgefaf3it werden.
Wegen
,_ d 0l of
yy dx Y
konnen wir die Differentialgleichung auch schreiben
d il o0
— =b.
ax¥ O
Daraus folgt
1 o
—~y“"=bx+C
9 y
mit einer beliebigen Konstanten C, also
ylx) = 2(bx + C)
Das ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung yy' = b.
A

v
Die homogene Differentialgleichung erster Ordnung
y-Ay=0
in der Darstellung
v d _
2= A - —(ny)=A2
iy 2 1Y)
wird durch
Iny =Ax+C

erfullt, wobei C eine beliebige Konstante ist. Daraus folgt

y= e(/\x+C) - eCe}\x.

Wir setzen
A:=e€
und erhalten
y = Ae™
als allgemeine Losung der Differentialgleichung y' - Ay = 0.
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Als zweite Ableitung einer Funktion f(x) ist definiert

= AP0 et A9 - f1()
. .= 2 . .
dx dx Ax -0 Ax

S"(x

(Man spricht: ,f-zwei-Strich® oder ,d-zwei-f-nach-dx-Quadrat®).

Die hoheren Ableitungen werden entsprechend definiert, beispielsweise die
dritte Ableitung der Funktion f(x)

A°f(X)._ iy S+ M) - ()

J"(x):= L3 m Ak

Die zweite Ableitung f"(x) ist ein Mag fiir die Anderung der Steigung des Gra-
phen der Funktion f(x) an der Stelle x. Fir den Differentialquotienten des
Neigungswinkels ¢(x)=arctan( f'(x)) der Tangente an den Graphen der Funkti-

on f(x) erhalten wir nach der Kettenregel, wenn wir vorubergehend

u(x):= f'(x)
setzen,
do(x) _dactanudu _ 1 du
dx du dx 1+u?dx’
also
dg(x) _  f"(x)

dx  1+(f'()
Gehen wir von der Stelle x zur infinitesimal benachbarten Stelle (x + dx), so
andert sich der Neigungswinkel der Tangente um

_ J'x)
dp = ————" _dx.
? 1+ (f'(x))?

Ist insbesondere f ’(xo) =0, so wird in x,
d¢ = f"(x )dx.

Der auf die x-Achse bezogene Neigungswinkel ¢ der Tangente nimmt also zu,
wenn f "(xo) > (0 ist und er nimmt ab, wenn f ”(xo) < 0 ist. Daraus folgt:
"(x,)<0 aximum

ist, hat die Funktion f(x) in x, ein lokales []

Wenn [J .
Bf"(x,)>0 EMinimum

Wenn f ”(xo) =0 ist, hat der Graph der Funktion f(x) an der Stelle x, einen
Wendepunkt.
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f'(xo) = 01 f'(XO) = O;
f7(x4)>0; 1"(x) <0.
v Beispiele:
Ist
flx)= x3-3x%2 -x+3,
so wird
f'(x)=3x%-6x-1, f"(x) = 6x - 6.
Aus
o ) ) Hx, =1-2/.3 =-0,1547
fx)=0 - 3x*-6x-1=0 > [
Hx, =1+2/y3 =2,1547
folgt

f "[xl) = -6,9282 f [xl) =3,0792 lokales Maximum
f "[xz) =6,9282 S (x2] =-3,0792 lokales Minimum
J'x)=0 - x;=1 - [fllx;)=-4
Jlxg)=0 Wendepunkt

y 5 '
+0 4
e E
10 N = = -
5 =P &
AN >
N FEE ) /7
N »E') > _2 //
— B EP
0 \E / . M/
és \/\' /\'"*l’/ }éﬁ_/
-10 f(x) - =
L 0
o 2
e g
,’/JF” (x 2
-20
-2 -1 0 1 2 3 X 4
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v
Besonders bemerkenswert sind die Eigenschaften der zweiten Ableitungen
der Sinus- und der Cosinusfunktion und der entsprechenden Hyperbelfunktio-

nen.
Es gilt
(sin(Ax))" = (A cos(Ax))' = —A%sin(Ax), (sinh(Ax))" = (A cosh(Ax))' = A% sinh(Ax),
(cos(Ax))" = (—-Asin(Ax))' = =A% cos(Ax); (cosh(Ax))" = (Asinh(Ax))’ = A% cosh(Ax).

Daraus ergeben sich mit beliebigen Konstanten C,,C,,D, und D, die Beziehun-
gen
y(x) = C, sin(Ax) + C, cos(Ax) - y"(x) + A2y(x) = 0.

v(x) = D, sinh(Ax) + D,, cosh(Ax) - v"(x) - /\2v(x) =0.
Die Gleichungen

y"(x) + Ay(x) = 0, 0"(x) - A2v(x) = 0

sind homogene, lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung fir die Funktionen
y(x) und v(x);
y(x) = C, sin(Ax) + C, cos(Ax), v(x) = D, sinh(Ax) + D,, cosh(Ax)

sind ihre allgemeinen Losungen.

Die Konstanten CI,C2,D1 und D2 konnen dazu verwendet werden, die Losun-

gen y(x) und v(x) beispielsweise fir x = 0 an speziell vorgegebene Werte

{yl0) =y,, y'(0) = hy} {v(0) = vy, V'(0) =k}

anzupasserl.
y0)=C,0+C,0, y(0)=CAQ-C,AD,

_ -_"0.
C, =Yy C, =-—

v0)=D,0+D,0, v'(0)=DA0+D,AILD,

_ 0]
D2—v D, =~
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v

Die Bewegung eines Punktes P auf einer Bahnkurve beschreibt man durch ein
Weg-Zeit-Gesetz s(t). Dabei ist t die in Sekunden gemessene Zeit und s(t) die
langs der Bahnkurve beispielsweise in Metern gemessene Position des Punk-
tes P zum Zeitpunkt t auf der Bahnkurve.

ds(t
v (t) = d(t )
ist dann die in Meter / Sekunde gemessene Bahngeschwindigkeit und
du (t) _d?s(t)

t) = =
a,(t) dt dt?

die in Meter / (Sekunde)?® gemessene Bahnbeschleunigung des Punktes P.

Eine Differentiation nach der Zeit t bezeichnet man haufig mit einem Punkt
uber dem Symbol fiir die zu differenzierende Funktion:

V.=Ss, a,=v =s.
s s s

Die Drehbewegung eines Korpers um eine Drehachse beschreibt man durch
ein Drehwinkel-Zeit-Gesetz ¢(t), wobei der Drehwinkel ¢ im Bogenmaf3 ge-

messen wird.

. do(t)
» dt
ist dann die Winkelgeschwindigkeit und
b= d*¢(t)
dt?

die Winkelbeschleunigung des Korpers.

Eine Funktion F(x) nennen wir Stammfunktion von f(x), wenn
F'(x) = f(x)

gilt; die Stammfunktion ist bis auf eine beliebige Konstante bestimmt.

Die in der folgenden Tabelle angegebenen Paare von Funktion und Stamm-
funktion werden besonders haufig gebraucht; weitere Beispiele findet man in

mathematischen Formelsammlungen.
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J(x) F(x)
x" (n#-1) LIRS S
) n+l1
— In(Ax) +C
X
eAX leAX + C
1/\
sin(Ax) ) cos(Ax) +C
cos(Ax) }1\9 n(Ax) +C
b Yo +c
cos? (Ax) A
sinh(Ax) }\cosh()\x) e
cosh(Ax) /l\s nh(Ax) +C
Vv Beispiel:
Aus der inhomogenen Differentialgleichung 2. Ordnung
w'(x) = a2x2 +tax+a,
fur die Funktion w(x) folgt zunichst mit der Stammfunktion von x"
3 2
w'(x) =a2?+a1?+aox+c1
und schlieflich erhalten wir die allgemeine Losung der Differentialgleichung:
4 3 2
w(x) = a25+a1%+a0%+clx+cz.

C1 und C2 sind Konstanten, mit deren Hilfe man die Funktion w(x) in einer

beliebigen Stelle x* ihres Definitionsbereiches an speziell vorgegebene Werte

fir w und w' anpassen kann.

w(x) setzt sich zusammen aus der Losung der homogenen Differentialglei-
chung

w (X) =0 - u)hornogen = Clx + C2

und einer Partikularlésung der inhomogenen Differentialgleichung

o X4 X3 2
ta

+ + - —a,—+a, ——
X axTa wpartikular a2 12 al 6

w'(x) = a, 1 0

X .
092"

w(x)=w

+
homogen wpartikular '
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Jede in der Umgebung von x, stetige und differenzierbare Funktion f(x) last
sich in dieser Umgebung in eine Potenzreihe entwickeln:
J(x)=a, +a,(x-x,)+a,(x- xo)2 +ta,(x - xo)3 +...
Daraus folgt
S0 =a, +2a,(x - x,) +3ag(x - x,)” +4a, (x - x,)° +..
J"(x)=2a, +3[2a,(x - x,)+4Ba,(x - xo)2 +5M4ag(x - x0)3 +...
" —_ — —_ 2 _ 3
J"(x)=3[Ra,; +4B[Ra,(x-x,)+54 [IBa5(x xy)" +6DBMHa (x—x,)" +..

und

filxg) = a,

f”(xo) =20, =2!a,,

f”’(xo) =32 Das = 3!a3,

Wir kénnen deshalb schreiben:

S )= fxg) + F(xg)(x = x,) +f”()!c0)(x = xo)> +

S ()
2 !

3 (x- xo)3 +...
Diese far die Anwendung besonders interessante Darstellung der Funktion

f(x) in einer Umgebung von x, nennt man TAYLORreihe der Funktion f{x) in

0
X Mit endlich vielen Summanden erhilt man mitunter sehr ntitzliche Nahe-

rungsformeln fur f(x) in der Umgebung(!) von x,.

0
v Beispiele:
Wenn f(x)=sinx ist, wird far x, =0
J(0)=0,
£'(0)=cos(0) =1, . s
" —_—— — 1 - _L L_
S"(0)=-sin(0) =0, - snx =x 3 + = +...

J"(0) =—cos(0) = -1,

Wir erhalten also die schon im Rahmen der elementaren Funktionen ange-
gebene Reihendarstellung der Funktion sinx.

Die folgende Abbildung zeigt, in welcher Glite die unterschiedlich abgebroche-
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nen TAYLORreihen die Funktion y=sinx approximieren.

y L/ 7
. J1 /
/T ‘\‘\ R //
// N N o f3
V4 - -
\‘\\
0 \
.
/ J
2 J2
1 ~.i // \\‘ \
/ \‘
/ .
/ \
-2 -1 0 1 2 3 4 X 5
3 3 5
X X X
= =x - =x-"- 4+
A
v
Die Funktion
f(x)=11-x, 0=sx<1
1.2
0.8 -
-_J3
0.4 e
0.0
0.0 0.4 0.8

besitzt die Ableitungen
1 - 1 -
S'xX)=--Q10-x) V2 S"(x)=-—(1-x) 32,

Die nach dem dritten Glied abgebrochene TAYLORreihe der Funktion f(x) um

x =0 lautet
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f"(O) W21t 12
2 8

J5(x) ist fir x <<1 eine gute Naherung fur f(x), wie das obige Bild zeigt.

S3(x):= £(0) + f1(0)x +=_ ==

r sin(Qt) = Lsina (t)

v

X (t) =r cosQt) + L cosu (t) !

Die Kurbel (Radius r) eines Schubkurbelgetriebes dreht sich mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit Q und zwingt tber die Pleuelstange (Lange L) einen
Kolben auf horizontaler Fiihrungsschiene zu einer Horizontalbewegung x . (t).

Der Systemskizze entnehmen wir

X (t) = L{A cos(Qt) + cosa (1)}, A=

r
L

cosa(t) = 1-{sina(t)}?> = 1-{Asin(Qt)}?,

X (t) = L(A cos(@t) + /1 ~{ASin(Q1)}?).

Wenn A% <<1 ist, kénnen wir niherungsweise den Quadratwurzelterm nach

dem vorhergehenden Beispiel ersetzen durch
L 1-{Asin(Qt)}? =1- ;{A sin(Qt)}2 =1- )§§n2(Qt).
Mit
sn2(Q1) = ;{1 _ cos(201)}
wird

A2 2
X (t) = L{1 - T Acos(Qt) + Zcos,(zgt)} .

Diese Ndherungsformel fur das Bewegungsgesetz x,(t) ist rechentechnisch
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einfacher zu handhaben als die exakte Formel, und deshalb wird sie in der
Praxis haufig verwendet. In der folgenden Abbildung sind fiir A =0.5 die exakte

Funktion und die Naherungsfunktion (gestrichelt) dargestellt.
1.6

=
x/L N
1.2
\ Vi
\ //
0.8 .
N\ 7
ya
\‘_/
0.4
0 1 2 3 4 5 Qt 6

Fur die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Kolbens erhalten wir mit
dem exakten Bewegungsgesetz die relativ komplizierten Formeln

2 .

% =Lob-Asin(oy -~ SN2y £

K 1 22an2

E 2 1-Nsn?(Qt)F
0 ) 2 .
; 0 . J
X, = LQ*FrA cos( Q1) - 12 Coz@_QZt) _/L / sn*@an L
O ‘\1_/\ Sn (Qt) \ﬁl_AzsinZ(Qt) 0
- 0

Wenn wir die Ndherungsfunktion fir x,(f) verwenden, wird mit viel geringe-

rem Rechenaufwand
: 0. . 2 O
X (t) = LQO-Asin(Q2t) - ?s n(2Qt)g
O O

X ()= LQ2{ ~A cos(Qt) - A2 cos(2Qt)}.

In den folgenden Abbildungen kann man die Abweichungen fiir A =0.5 erken-
nen (Naherungen gestrichelt).
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Geschwindigkeit v = )'cK des Kolbens:

0.6
v/ (QL) TN

0.4 /

0.2 /

Beschleunigung a = x,. des Kolbens:

0.4 -
a/(Q2L) T 27 R
0.2 N

0.0 A

\

-0.4

-0.6

-0.8

0 1 2 3 4 5 Qt 6

Nullstellen nichtlinearer Funktionen lassen sich meistens nur ndherungsweise

bestimmen. Ist x; der erste Naherungswert fiir eine einfache Nullstelle x, der

Funktion f(x), der sich beispielsweise aus einer Skizze des Funktionsgraphen

gewinnen l4ft, so kénnen wir zunéchst die Tangente T,(x) an den Graphen
der Funktion f(x) im Punkt ()Zl, f (fcl]] mit der Steigung f ’()21) berechnen:
T,(x):= flx))+ [ (x = xy).
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|
|
|
|
|
e
iy iy X
/O /;Z xl

Graph der Funktion f (x4

einfache Nullstelle

Die Nullstelle x, dieser Tangente, die sich aus der Beziehung

Sx)+ f1(x)x, -x) =0 . %, =% - fx)

LRy

ergibt, ist in der Regel ein besserer Ndherungswert fir die Nullstelle x, der

nichtlinearen Funktion f(x), wenn )21 nahe genug bei X, liegt und f ’()21) z0

ist. Die Wiederholung dieser Methode liefert dann einen beliebig genauen Wert

fur die Nullstelle x,; die Folge

- f()zn—l)
Xn =Xn1” rz
S )

konvergiert gegen x,. Das ist das NEWTONsche Ndherungsverfahren zur itera-

, n=2234,...

tiven Berechnung einer einfachen Nullstelle der nichtlinearen Funktion f(x).

v Beispiel:
02 Yy = sinx - X2 T
0.0
-0.2
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 X 1.0

Man berechne mit Hilfe des NEWTONschen Naherungsverfahrens die Null-



Differentialrechnung 5-20

stelle x,#0 der Funktion f(x) =sinx - x? bis auf sechs Stellen genau, ausge-
hend von einem Nédherungswert x,, den wir der graphischen Darstellung der

Funktion entnehmen.

Als ersten Ndherungswert fiir die Nullstelle wahlen wir
x, =0,9.
Der Quotient in der Iterationsvorschrift lautet

S(x) _ sinx -x?

f'(x) cosx-2x’

also wird

~ . ~ _ ~ 2
sy _IGGa) o Sn ) - X

x —_— ~ — ~ ~
O S Gy) T eoslE, ) - 2%,

~

und daraus folgt:
x, =0,877364803
x, =0,876726722

)24 =0,876726215
Setzen wir

Xy = X,,
so wird
- v 2= -10
sinx, - x,*=4,000 .
)~<4 ist schon ein hinreichend genauer Naherungswert fir die gesuchte Null-
stelle.
A
Aufgabe 5.1
Man berechne die Geradengleichung der Tangente an die Ellipse
2 2
a” b

in einem Punkt A mit den Koordinaten (x, >0, y, <0).

Aufgabe 5.2
Die Strecken AA' und BB’ durch den Mittelpunkt der Ellipse
2 .2
a® b
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wobei BB’ zu den Tangenten in A und A’ parallel ist, heiffen konjugierte
Durchmesser der Ellipse. Man berechne die Beziehung zwischen den Winkeln

a und B.
y
7/
7/
X
Aufgabe 5.3
6
S
0 \ \ \ i
0.0 0.5 1.0 1.5 X 2.0

Im Diagramm ist die in der Schwingungslehre wichtige Funktion

f(x) = :

(1-x%)2 +4D?%x?
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far funf verschiedene Parameterwerte D dargestellt. Man berechne die Lage
und Werte der Extremwerte.

Aufgabe 5.4

Die Flugbahn eines im Koordinatenursprung der vertikalen xy-Ebene unter

dem Winkel a gegen die x-Achse mit der Geschwindigkeit v, abgeworfenen

0
Balls lautet (bei Vernachlassigung der Luftreibung)

g 2

X)=tahax—-——5—x".
y(x) 21)0200820

Man berechne die Wurfweite und die Wurfhohe als Funktionen des Abwurfwin-
kels a.

Aufgabe 5.5

Man approximiere die Funktion f(x) =cx®

in der Umgebung von x =a durch

ein Polynom 2. Grades.

Aufgabe 5.6

Ein Ball B bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v, auf einer Geraden
im Abstand h parallel zur x-Achse. Er soll von einem in O aufgestellten
Scheinwerfer angestrahlt werden. Mit welcher Winkelgeschwindigkeit ¢ muf

der Scheinwerfer gedreht werden?

v
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Die Flache J zwischen dem Graphen der Funktion f(x) und der x-Achse uber
dem Intervall a < x <b 148t sich ndherungsweise berechnen, wenn wir die
Strecke (b-a) in n Segmente der Liange
b-a
n

Ax =

aufteilen, mit den Funktionswerten f(x;) in den Mittelpunkten der Segmente

X, =a+(i—1)Ax+A2x, i=12,....n

die Inhalte f (xl.)Ax der Rechteckstreifen tiber den Segmenten berechnen und

diese addieren.

y Graph der Funktion f (4

S(b)

|
|
f(a) :
|
|

a X; b X

Mit steigender Segmentzahl n, also Verkleinerung der Segmente Ax, wird
der Fliacheninhalt immer besser angendhert, und wir schreiben:

n b
J = lim Zf(xl.)Ax :If(x)dx.
- i=1 a
Flachen oberhalb der x-Achse sind positiv, unterhalb der x-Achse negativ.

Das J'— Symbol ist ein Hinweis auf diese Summation von Flachenstreifen.
J ist das bestimmte Integral der Funktion f(x) tiber dem Intervall [a.b]; a ist

die untere und b die obere Integrationsgrenze, f(x) der Integrand.

Wir nennen nun die obere Grenze b = x und schreiben

J() = [ fx)ex.

a
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Wird die obere Grenze x um den infinitesimalen Betrag ox nach rechts
verschoben, so erhalten wir

J(x +8x) = [ flx)dx + f(% + 5;‘)&,

J(x +dx)-J(x) = f(x +62x)5x,

) _ iy S gy
dx -0 ox

Wenn wir das Integral J(x) als Funktion der oberen Grenze x interpretieren,
ist die Ableitung des Integrals nach der oberen Grenze gleich dem Wert f(x)
des Integranden. Somit ist J(x) definitionsgemaf3 die Stammfunktion F(x) des
Integranden f(x).

Damit J(a) = 0 wird, miissen wir schreiben:

J'f (x)dx = F(x) - F(a).

v Beispiele:
Der Inhalt der Flache unter dem Graphen der Funktion f(x)= x? tber dem

Intervall a < x < b ist

b 1 1 1
Ix2dx:(—x3+C) —-(=x3+0) =~ (b3 -ad).
) 3 b 3 N 3

=b =a
A
v
Die Flache unter der Sinusfunktion zwischen O und mhat die Grofie
T
J’sinxdx =(-cosx +C)|,,_, —(-cosx +C)|, _, = 2.
0
A

Aus den beiden Beispielen kann man erkennen, daff die Konstante C in der
Stammfunktion bei der Berechnung des bestimmten Integrals weggelassen
werden kann, denn sie hebt sich bei der Differenzbildung der Funktionswerte
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an den Integrationsgrenzen heraus.

Die Stammfunktion F(x) zur Funktion f(x) schreibt man als unbestimmtes
Integral von f(x):

F(x) = J'f(x)dx +C o F'(x) = f(x).
Die Integration ist also die Umkehrung der Differentiation:
Ih’(x)dx = h(x) +C.

Daraus folgt
, _1l.d 2, _1 2
[ SR f ()dx = Efdx{f(x)} dx = E{f(X)} +C

und

IJ}' ((;C))dx J’—In( F(2))dx = In(f(x)) +C.

v Beispiel:

Ismxcosxdx I—{smx} dx = {sinx}2+C.

__cd - _
Itanxdx I cosx Idx In(cosx)dx = —In(cosx) +C.
b d
J’ dx=I—In(a+bx)dx =In(a + bx) +C.
a +bx dx

Aus der Kettenregel

{f(X)gx)} = f'(x)glx) + f(x)g'(x)
folgt

If’(x)g(x)dx = f(x)g(x) —If(x)g’(x)dx +C.

Diese Formel der partiellen Integration ist mitunter hilfreich bei der Lésung
von Integrationsaufgaben.

Vv Beispiele:

Um das bestimmte Integral

J()?):Ixcosxdx
0

zu berechnen, setzen wir
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g(x)=x, f[f'(x)=cosx, - g'(x)=1, f(x)=sinx

und erhalten

X X
Ixcosxdx =xsinx\g —J'sinxdx,
0 0

%
Ixcosxdx =xsinx +cosx —1.
0

v
Fur die Berechnung des Integrals
Ji= [x"e ™ ax n=12,. A>0,
0

setzen wir

g =x",  f)=e™, L )=, f(x):‘,l\e')‘x.

Damit wird

[ee]

J'xne—)\xdx — _lxne—)\x + E-]'xn—le—/\xdx’
A o A
0 0
also
J =g
n AN 1
Aus dieser Rekursionsformel folgt mit
® 1 a1
J.o= /\xdx —_1 x| — ’
=] )€ )
0 0
1 20 _ 3220 _n
Jl_?, J2_A73, 3_ A4 ) T Tl_ATl"'l'
Das Integral
X9
J = If(x)dx
X1

erhéilt bei einer Variablentransformation x - t, wobei

x=h(t),  x =hit), x,=h({,)
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gelten soll, wegen
dx = h'(t)dt

die Darstellung
ty

J = If[h(t))h'(t)dt.
t

Eine solche Variablentransformation ist sinnvoll, wenn sich das Integral mit

dem neuen Integranden leichter berechnen laft.

Vv Beispiele:

Das bestimmte Integral

X9
J = I(a + bx)dx
X1
wird mit
dt
und
tl=a+bx, 152=a+bx2
Xg tz
a + bx)" dx t"dt = t, Y — ¢ (1)
I ( ) ax b.[ (n+ l)b( )
X1
A
v
Das bestimmte Integral
_ /2 1
.([ 1+ cosx
wird mit
1 1 1 1
1400SX | 4 cog(2 ) 1+cosz( )-sin ( ) ZCosz(g)
und
t=2 . dt = & . dx = 2dt
2 2
/2 /4
[ b e I L _dt=tent |7* =1
) 1+cosx cost

Fur das unbestimmte Integral gilt dann
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1
1+ cosx

dx = tan(g) +C.

v

Das bestimmte Integral
! t t
J = [sin(2ric ) cos(2rmm —)dLt,
fsn@ric )oost2rm )

wobei k und m ganze Zahlen sind, lautet mit

=2 L =Ty
T T
T *"
= o ‘([ sin(krt) cos(mrt)dr.
Weil
sin(krt)cos(mr) = ;{sin((k -m)1) +sin((k +m)7)}
ist, wird:
T E1%7 1% H
J=— sin((lk —m)1)dt + = [sin((lk + m)1)dr[]
anie | T :
Mit

om
IS n(nt)dr = ——cos(nr)\2" =0

fiir n # 0 und sin(0) =0 wird schlieBlich fiir beliebige ganze Zahlen k und m

T
. t t

J = [sin(2rdc—)cos(2rmm —)dt = 0.
J; T T

Entsprechend erhalten wir mit den trigonometrischen Formeln
sin(kr)sin(mr) = ;{ cos((k —m)t) — cos((k + m)7)},

cos(krt)cos(mrt) = ;{ cos((k —m)r1) + cos((k + m)1)},

die folgenden Ergebnisse:
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s nere Lysin@mm Lyt
‘([ T T d g wenn k=m ist,
T ¢ ; 0= 2
Icos(znk—)(:os(2nm—)dtD HO wenn k#m ist.

T T H
Y U

A

v
Der Flacheninhalt A einer Viertelkreisflache

y

ist durch das Integral

bestimmt. Wir setzen
x=Rsint - dx:f;tcdt:Rcostdt, JR? - x2 = Rcost,

2
A=R? Icoth dt.
0

Additionstheorem: cos?t -sin’t = cos(2t)
Satz von Pythagoras: cos?t +sin’t =1

cos’t = ;(1 +cos(2t))

9 /2 2 w2 2
R 1. TR

A="—" [(Q+cos(2t))dt =—{t+ —sin(2t = .
5 _([( S(2t)) 2{ 5 ( )}O 4
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Aufgabe 6.1
Man berechne den Fliacheninhalt der Ellipse
2 2
a® b

Aufgabe 6.2

Man berechne das (in der Schwingungslehre benétigte) Integral

t
J(t):= [Sin(Qu)sin(e(t - ).
0

Aufgabe 6.3

Man berechne das (in der Schwingungslehre bendtigte) Integral

t
J(t):= [Sn(QD)sin(Q(t - 1))dx.
0

Aufgabe 6.4
Man berechne den Dreiecksschwerpunkt S, dessen Koordinaten durch die
Flachenintegrale
_1 _1
Xg = A;[di, Yg = A;[ydA

definiert sind.

y

y(x)=b(1-=) oder x(y)=a(l-2)
a b

Aufgabe 6.5

Man berechne den Flidcheninhalt eines Kreisabschnitts und die Koordinate X

des aus Symmetriegriinden auf der x-Achse liegenden Schwerpunktes S.



Integralrechnung 6-9

Aufgabe 6.6

Man berechne die auf die Symmetrieachsen bezogenen Flichenmomente 2.
Ordnung (Fldchentragheitsmomente)

= (2 = (2
Iy.—fz dA, Iz.—Iy dA
A A
eines Rechtecks mit den Seitenldngen b und h.

Aufgabe 6.7

Man berechne das auf die y-Achse bezogene Flachenmoment 2. Ordnung

(Flachentragheitsmoment) eines Kreises.
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Ein Vektor 148t sich im dreidimensionalen Raum anschaulich durch einen
Pfeil darstellen, der eine Lange und eine Richtung hat. Alle Pfeile mit gleicher
Lange und Richtung reprasentieren den gleichen Vektor.

Die Multiplikation eine Vektors u mit einer reellen Zahl A >0 andert nur die

Linge des Vektors um den Faktor A; ist A <0, so wird zuséatzlich die Richtung
umgekehrt.

1.5u

g

Den Pfeil, der das Ergebnis der Addition von zwei Vektoren
w=u+v=v+u
darstellt, erhalt man, wenn man den Anfangspunkt der aneinander gehidngten

Pfeile fir die Vektoren ¢ und v mit dem Endpunkt verbindet.

Parallelogrammkonstruktion

Eine auswertbare graphische Darstellung der Vektoraddition ist nur mdglich,
wenn alle Vektoren in einer Ebene liegen.

Vektoren e, deren Linge durch die dimensionslose Zahl 1 beschrieben wird,
nennen wir Einheitsvektoren; sie geben lediglich eine Richtung an.

Dem Betrag |ii| des Vektors i entspricht die Lange des Pfeils. Ist e, der Ein-

heitsvektor in Richtung des Vektors t, so schreiben wir

=}
1

iile,.

Fur die Orientierung im dreidimensionalen Raum verwenden wir ein kartesi-
sches Koordinatensystem mit den drei zueinander orthogonalen Basisvektoren
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éx,é und éz. Die Basisvektoren seien ,rechtshéandig” orientiert, d.h. ihre
Richtungen sollen den Richtungen des Daumens (- x), des Zeigefingers (- y)
und des Mittelfingers (- z) der rechten Hand entsprechen, wenn man diese
Finger zueinander senkrecht ausstreckt. Alle Basisvektoren sind Einheitsvek-

toren.

Die Raumpunkte P; und P2 haben dann die Koordinaten
P :(x,y;.2)), P,:(xy, Yy, Z,)
und die Ortsvektoren
OP = xe,+ yléy tze,, OP2 = x,e + y2éy +2z,e. .
Wenn die zur Darstellung der Vektoren verwendete Basis vereinbart ist, ge-
nugt es, wenn man die Vektoren nur mit ihren Komponenten beschreibt. Das
geschieht in der Darstellung als einspaltige Matrix
D, O D, U
- OO0 . 0<0
=] P2 =
i E2%s
Der Verbindungsvektor der beiden Punkte P1 und P2 ergibt sich aus der Vek-
torgleichung

—

OP,=OP+PP, - PP, =0P,-0P,
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D¢, —x, O

} g2 g
PP, =(x, -x)e +({y, ~y)e, +(z, —z)e,; PP, = %’2 _ylg
s =2

Er hat den Betrag

‘P1p2 ‘ =[xy —x)? + (Y, ~y)? + (2, -2 =L

L ist der Abstand der Punkte P; und P2 .

Der Vektor P;P2 kann auch in der Form

PP,=Le
dargestellt werden. Dabei ist
PP x, - _ _
e=t12 X "X g (Y TY g  ZTE
L L X L y L z

der Richtungsvektor des Vektors P;Pz. e ist ein Einheitsvektor, denn sein Be-
trag hat den Wert 1.

Sind B_,B und B, die Winkel, die der Vektor PP, mit den positiven Koordi-
x’ Py z 172

natenrichtungen bildet, so gilt

X, — X Y, -y zZ.,—Z
2 1 — 2 J1 _ 2 41
L cos ,Bx , 3 cos ,By , L cos Bz ,

und den Richtungsvektor e kénnen wir schreiben
[¢osB L
O *O
e = e e e = D
é=cosp, e +cosp € +cosP,é, %:osﬁy .

s,

Wir bezeichnen mit u einen beliebigen Vektor (Kraftvektor, Geschwindig-
keitsvektor, Beschleunigungsvektor, Impulsvektor, ... ) im dreidimensionalen

Raum. In der kartesischen Basis {éx,éy,éz} erhalt er die Darstellung
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=
1
=
+
=
+
=
o
11
L1 DIEI 6]
(OO0

u, u, und u, sind die Komponenten des Vektors ¢ in der kartesischen Basis

e }.

y
9é )
y YA

X
{e,

Dividiert man den Vektor durch seinen Betrag

IﬁI:,\/u2+u2+u2,

X y z

so erhalt man den Richtungsvektor von u
_ u o _u, . W, u,
é = _.=-Xé + - Jeé + Z¢,.
“laul lual lual ¥ lTul

Die Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen sowie die Addition und
Subtraktion von Vektoren geschieht nach folgenden Rechenregeln:

D\uXD
(] U

Ai=Aué +Au e +Aué = Q\u O
yy zz" Jug

A,

L U . O W +v 0O

OO Oo*o O *0

U*xo=(u, +v )é +(u, v )e +u, tv)e,, Qe G+ O=0, +p O
y=ylty z= "2z OYO OvYO Ov™ v[

H,H B,H Hy=*v,H

Fur die Anwendungen der Vektorrechnung in Geometrie und Physik sind zwei
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Produktoperationen mit Vektoren definiert: Das innere Produkt (Skalarpro-
dukt) und das Kreuzprodukt (Vektorprodukt).

Als inneres Produkt von zwei Vektoren, das wir symbolisch durch einen Punkt
zwischen den beiden Vektoren kennzeichnen, ist definiert:

u:=|ullv]|cos( Winkel zwischen tund v).

(ul wird gelesen "u in v".)

Das Ergebnis des inneren Produktes zwischen zwei Vektoren ist eine skalare,
also von der Wahl der benutzten Basis unabhingige Grofie und wird deshalb
auch Skalarprodukt genannt.

Wenn zwei Vektoren zueinander orthogonal sind, ist ihr inneres Produkt defi-
nitionsgemafS null, denn sie bilden miteinander den Winkel 11/2.

uld=0 o u orthogonal zu v.

Das innere Produkt ist kommutativ
ul=vi,
und es gilt das Distributivgesetz:
ulv+w)=ul+ulbb.

Fur die inneren Produkte mit den zueinander orthogonalen Basisvektoren gilt

_ [1 wenn a =b ist,

e [ = a,b = x,y,z.
a b %)wenna#bist; Y

Aus den Darstellungen der Vektoren t und v

folgt dann mit dem Distributivgesetz die Komponentendarstellung des inneren
Produktes:

ulb=uv_ +uv +uuov..
X x Yy y z z

Das innere Produkt des Vektors t mit einem Richtungsvektor e

u[é:=|u|cos( Winkel zwischen tiund ée).
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u [& =|ii|cosa.

liefert die Orthogonalprojektion des Vektors u auf die Richtung e.

Das Kreuzprodukt oder Vektorprodukt u xv (gelesen: "u Kreuz v") ist nur im
dreidimensionalen Raum definiert. Es erzeugt einen Vektor, der auf der von u
und v aufgespannten Ebene senkrecht steht und so orientiert ist, daf die
Vektoren u, v und uxv in dieser Reihenfolge einem '"rechtshiandigen" Be-
zugssystem entsprechen. Die "rechte-Hand-Regel" ordnet der Richtung von
uxv die Richtung des ausgestreckten Daumen der rechten Hand zu, wenn
man die zur Faust gekrimmten Finger der kiirzesten Drehrichtung des Vek-

tors u in den Vektor v anpaft.

Als Betrag des Vektors u xv ist definiert
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|t xv|:=|u||v|sin( Winkel zwischen 1 und v ),
|uxv|=t]|v]|sina.
ltixvl ist gleich dem ,Flacheninhalt A* des von den Vektoren u und v aufge-

spannten Parallelogramms.

Das Kreuzprodukt ist definitionsgemaf3 nicht kommutativ; es gilt
UXv=-0X%XU.

Die Kreuzprodukte der zueinander orthogonalen Basiseinheitsvektoren erge-

ben:
e Xxe =-e xe_=e_,
X y y X z
2 Xﬁ = -0 X_' =)
e, xe, e,xe, =e,
e xe_ =-e_xe =e¢
z X X z y

Mit diesen Formeln und dem Distributivgesetz
(@+b)xE=dxc+bXx¢,

erhalten wir aus den Komponentendarstellungen der Vektoren u und v

i
I

ue +u e +u_e._,
zZ Z

ci
1
c
+
c
+
c

die Komponentendarstellung des Kreuzproduktes
@ 0 B0 GQuov -uop U
o*o oo 0¥z 290
aX6=G;LDXGJD=Biv—uvD
OvOo 0vo z x x"z[]

HuB B8 gue, -ueeg

Mit Hilfe der Determinante einer 2 x 2 — Matrix

@ bQO
det 0= ad — bc
E df

148t sich ein einfaches Schema fir die Berechnung der drei Komponenten des
Vektors w =u xv angeben: Die i-te Komponente (i=1,2,3) von w erhalt man,
indem man die i-te Zeile in uxv abdeckt und mit den sichtbaren 2x2 Kom-
ponenten die Determinante berechnet; fir die zweite Komponente von w muf3
noch mit dem Faktor (-1) multipliziert werden.
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mw o 0-0 0-0 o-0 @ 0O 0-0 @momOo
0o U oo o o g u"o ot O U 0og'noo o
0- =4 x O Qv = U- Ox U= [ U-O=mm x [
0 g 0vo ovo Yo 0O 00 O O O 0gY%g oYn
8-8 H.d B,d B-B H,dthd Hed B-888

Elly UyD [, v 0 ., v 0
w, =detl O w, = —detd O w, =detl O

@iz vzg @’Lz Uzﬁ Hiy UHE

Vorzeichen beachten

Weil der Vektor t xv definitionsgeméafl orthogonal zu den Vektoren u und v
ist, gilt

uluxv)=vduxv)=0.

Das innere Produkt des Vektors a mit dem Kreuzprodukt der Vektoren b und
¢ nennt man Spatprodukt der Vektoren d, b und ¢; es gilt

b x¢)=bc xa)=cd xb).
Bilden d,bund ¢ die von einer Ecke eines Parallelepipeds ausgehenden Kan-

ten, so ist das Spatprodukt das Volumen dieses Korpers.

Aus der Formel fir das doppelte Kreuzprodukt
d x(bx¢) = (dLE)b - (d b

folgt
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Die Koordinaten eines Punktes P hdngen ab von der zur Darstellung des Orts-
vektors benutzten orthogonalen Basis.

}

z

Die Formeln fiir die Koordinatentransformation {x,y,z} - {£,n,{} der Koordina-
ten des Punktes P erhalten wir tiber die inneren Produkte des Ortsvektors mit
den Basisvektoren der entsprechenden Basis:

E=[xéx+yéy+zéz)Eé€, x:(€e£+nén+ZeZ)@x,
nz[xex+yey+zez)Eén, y:(EeE+nen+ZeZ)E’éy,
{ =(xéx +yéy +zéz)EéZ; z :(Eég +I7é,7 +ZéZ)Eéz.

Entsprechendes gilt fir die Komponenten eines Vektors u in zwei unter-
schiedlichen orthogonalen Basissystemen.
Ei é +u e +u._e_ in der Basis {e_,e ,e_}

X x yy z z X’y "z

Dud, tud +u,é, inder Basis(8,é ,8,)
auEeE unen U,ZeZ 1n der asls e‘f,en,eZ

u=

u, = (éf (e Ju, + (éf @y)uy + (ég e )u,, u, =(e, @E)uf +(e, @n)un +(e, @Z)uz,
u, = (e’7 (e Ju, + (en [éy)uy + (en (e u,, u, = (ey Eéf)ué + (ey Eén)u,7 + (ey [éz)uz,

u, = (éZ (e u, +(éZ @y)uy +(éZ & )u,; u, =(e, Eéf)uf+(éz [én)u’7 +(e, [éZ)uZ'

Der Betrag des Vektors u hdngt nicht von der zur Darstellung des Vektors ge-
wahlten Basis ab; er ist eine Invariante des Vektors.

/
=u?+u?+u?= u?+u?+u’?

i
H\s‘XyZ\EnZ

u
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Ist insbesondere die {éf,én,éz}—Basis um den Winkel a um die éZ—Achse ge-
genuiber der f{e .,e ,e }-Basis gedreht, also
Yy’ z

e_.=cosae_+snae e _=cosae,—-snae_,
'3 x y X

é n
é =-snae_+cosae , e =snae,+cosae ,
n x y y & n
e =e, e,=e,

so wird

u,=u_cosa+u sna, u_=u_cosa-u_sna,
¢ X y X ¢ n
u_ =-u_sna+u cosa, u =u_.sna+u_cosaqa,
n x y y F n
U, Su,; u, =u,.

v Beispiele:

Ein Wurfel der Kantenlange 4a soll vom Punkt O aus in Richtung e* durch-

bohrt werden. Auflerdem soll mit einem Schnitt durch die Punkte
Pl:(4a,4a,a), P2:(2a,4a,4a), P3:(4a,a,4a),

eine Wurfelecke abgetrennt werden. Man berechne: Die Koordinaten x,,y,

des Bohrloches P,, die Lange L der Bohrung, die Grofie A und den Normale-

neinheitsvektor n der dreieckigen Schnittfliche, den Abstand d der Schnitt-

flache vom Punkt O, die Gleichung der Ebene durch die Punkte P, P, und P,

und die Schnittpunkte dieser Ebene mit den Koordinatenachsen.
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7-11

Aus
[cosfcosa ] [L.cosBcosall [k, 0
O O _ O O 0O d
e* =[tosBsnal]  OP, =Le*=[Lcosfsina=0}y, 0
o O O _ O 0O°d
H sng H H Lsng [H Btaf
folgt
snpg tan tan

Mit der Definition des Kreuzproduktes erhalten wir

G2a0 00 O B0 B0
., 10 00 0O 3200 2 1 00
Afi=LPP, xPP, =100 Dx38a0= "% @o=2172" 1 pp
2 20 Do 0O 200 2 V17Q0Q
H3a B H3af 2E A 2H
%_/,_J
n

B0

00

a=3172 5o 1 pp

2 V17 00O

2B

Der Abstand d ist die Orthogonalprojektion des Ortsvektors eines Flachen-

punktes auf den von O in Richtung n weisenden Einheitsvektor:

d=OPH  (i=123),
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(40 B0 20O B0 @O (B0

0d oo o0 ¢ 00 00 ¢ 00 99
d=alBdE—— 0= ad3— R20= al 03— 20= —

Oog~17 g o170 ogoN17popg V1T
HE RE BH RE BH 2H

p—

a =5,336a.

Ist FE der Ortsvektor eines Punktes auf der Ebene durch die Punkte P;,P,,P3,

so gilt
x[O B0
g 1 g 29
FEBi =d, - yOd—— 20=
oo~17gno 17
B4S 2HE

3x +2y+2z=22a.

Aus dieser Ebenengleichung erhalten wir die Abschnittsgleichung

X y z _
+ + =1,
22a/3 1la 1la

der man sofort die Schnittpunkte der Ebene mit den Koordinatenachsen ent-

nehmen kann:

232 a auf der x - Achse, l1la aufder y-und der z - Achse.

Far den Tetraeder OPP,P; bestimme man die Beziehungen zwischen den drei
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zu den Koordinatenebenen parallelenTetraederflichen und der vierten Flache

A.

Fa0d Gad [beg M O
1= . 1000 04,0 0 O70
Arni=_(PP,)x(PP,)=_0Ob x00 0= _[eal= Alh [
2 20 o0 0O 20 O OYO
HOH BeH ®EpEH H,H
Fliche OPP, =" =An,,
2 Yy
1 . ba
A:E\s(bc)2+(ca)2+(ab)2, Flache OP,P, =" =An,,
cb

Flache OPSP2 =—=An_.
2

v
Die Wirkung einer Kraft auf einen materiellen Koérper hangt ab von der Inten-

sitat, der Richtung und dem Angriffspunkt der Kraft. Deshalb beschreibt man
Krafte als Vektoren.

Der Kraftvektor ﬁ‘l im Angiffspunkt A, erhalt in der kartesischen Basis die

Darstellung
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Der Betrag der Kraft

wird in der Einheit
1Newton = 1N:=1kgms 2

gemessen. Der Richtungsvektor der Kraft ist

.5

1 - 1
R TE T paipeipadur
i \ X iy z B? H
iz

Die Gerade WL, in Richtung e, durch den Angriffspunkt A, der Kraft nennt
man die erkungsllme der Kraft

Die Drehwirkung der Kraft F‘l bezuglich des Korperpunktes B wird durch den

Momentenvektor
MLB =B F1
—y U _ O
%‘Ai XBQ BFWB %UA ~Yp)F, (ZAl. ZB)Flyg
e — (l
MiB'_%JAi_yBDXBFlyB %ZA —zB)F ~(x, ~xp)F,
0 U
Fa, ~%BH . EXA Fy =, ~Up)F, Q

beschrieben, wobei
0A,=0B+BA, - BA =0A-0B,
berucksichtigt wurde.
Aus dem Betrag des Momentenvektors
iy =

BA. BA.
1 1

‘Fi‘smqbi = hBi‘Fi ’

hp:=

sing,,

erkennt man, daf es zweckméflig sein kann, den Hebelarm hg als Abstand
der Wirkungslinie der Kraft F‘l vom Momentenbezugspunkt B einzuftihren. Da
sich der Hebelarm bei Verschiebung des Kraftvektors auf seiner Wirkungslinie
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nicht &ndert, bleibt auch die Drehwirkung der Kraft auf den Koérper ungean-
dert, wenn man den Angriffspunkt der Kraft auf der Wirkungslinie im Koérper

verschiebt.

Wenn am Koérper n Krafte in verschiedenen Koérperpunkten angreifen, defi-
niert man als Kriftesumme F und auf den Punkt B bezogene Momentensum-
me M B

n
F=SF, My =Y BA xF,.

1 i=1

N>

4
Das Kriftesystem {Fi in4;, i=12,.,n} wird Gleichgewichtssystem genannt,

wenn Krafte- und Momentensumme null sind:

S F.=6, iquixli“i:G.

i=1 i=

Aufgabe 7.1

Man berechne die Richtungsvektoren der beiden Geraden, den Winkel a, den
sie miteinander bilden, den Schnittpunkt C und die Abstinde A, und A, des

Schnittpunktes von den Punkten P, und P,.
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Aufgabe 7.2
Die Ebene E

schneidet die Koordinatenachsen in den Schnittpunkten Pl,Pz,P3 mit den

Ortsvektoren

n=ae,, r2=be, r,=ce._.

Man berechne den Inhalt A des Dreiecks PI,P2,P3, den Normaleneinheitsvek-

tor n auf der Ebene und zeige, daf3 auch der Vektor

. _ 1. 1. 1.
v=-e_+-e t+-ée

a™* bY c *

zur Ebene E orthogonal ist.

Aufgabe 7.3

Man berechne den Abstand dp des Punktes P von der Geraden G durch den
Punkt A in Richtung éG, den Normaleneinheitsvektor FLE der Ebene E durch P
und die Gerade G, den Abstand d, der Ebene E vom Koordinatenursprung O

sowie die die Schnittpunkte a,b und c der Ebene E mit den Koordinatenach-

SEI.

Aufgabe 7.4

Man berechne den ktuirzesten Abstand h der Punkte von zwei Geraden (= Ab-
stand der Geraden)

die sich nicht schneiden.
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Aufgabe 7.5
Man berechne die Schnittgerade der beiden nicht-parallelen Ebenen

E.: £+i+£:1 E .: i+i+£:1_
1 a, b, ¢ 2 a, b, c
1 1 1 2 2 2

Es sei (a,/a,)# (b, /b,).

Aufgabe 7.6

Man berechne die Entfernung a zwischen zwei Punkten auf einer Kugelober-
flache (Radius R). Die Lage der Punkte auf der Kugel wird durch Kugelkoordi-
naten J und ¢ beschrieben.

Aufgabe 7.7

Man berechne die Schnittkurve eines Kreiszylinders (Radius r, z-Achse = Zy-
linderachse) mit einer Ebene, die mit der xy-Ebene den Winkel a bildet und
die y-Achse enthalt.

Aufgabe 7.8

Man berechne die Schnittkurve eines Kreiskegels um die z-Achse mit einer
Ebene, die mit der x-Achse den Winkel [ bildet und die z-Achse im Abstand
h von der xy-Ebene schneidet.
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Aufgabe 1.1
B1+Bz 14 12 26 Bl—Bz=E—E=3,
21 21 21’ 21 21 21
2 7 _14 7
BB — ==
1/ 2 - 12 6
Aufgabe 1.2
B+B B 6+4+3 E BlBBS:i.
12 12 12 12 24
Aufgabe 1.3
l=i+i+i RR +R1R +R1R2 R= R1R2R3 .
R R, R R RRR ’ RR +RR +R1R2

Wenn Rl > R2 > R3 ist, wird
= Rl <5_
1+R /Ry +R /Ry 3

Aufgabe 1.4
1 2+a
B= = .
1+ 1ta 3+2a
2+a
Aufgabe 1.5
| 6Ly '
I ‘/I
y Lo @) 3 10
L =
! X 9 1 2 3 @ 5 6 7 8 9 10
I—LO |
| 10 ~
| 9 :
4G olo

9
x = 6Ly ~4(;5Lo) = (6-3,6)Lo =2,4L,

Bei einer Schieblehre ist L0 =1mm, also kann man mit Hilfe des Nonius auf

L, =1/10 mm genau messen.
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8-2

Aufgabe 1.6

<l ~
< I

c
3
L

L, L, 3
= L=L +L,+L, -
AL = AL, + AL, + AL,
—_— B

h AL
—_—e
A VAVAVAVAVAVAVAVAVA S <
AL=AL +AL, +4L, - L =EL ELF
& G G G5
i_i+i+i, . Ch: C1C2C3 )
Ch C1 C2 C3 C2C3 ‘|'C3C1 ‘|‘C1C2
Aufgabe 1.7
2[=/9+16=5 |z)=.4+36=.40

z +z, =5-i2,
z,z, =(83+i4)(2-i6)=6-i18+i8+24 =30 -i10 =10(3 - 1),

Yz =+ o= 57 15 4y
3+i4 (3+i4)(3-i4) 25

2 Iz :3+i4:(3+i4)(2+i6):6+i18+i8—24:
1/% 2-i6 (2-i6)(2+i6) 40

1
—(-9+i13).
509 +i3)
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Aufgabe 1.8

z,+2,= -1, z,z, = 1,

- =\ =52 = 5 — 2
(z-2,)(z-2,)=(2-2,)(z~-2,)=2" - 2(2, +2,) + 2,2, =2" +Z +],
(z—l)(z2 +z+1) =z3+2%2+2z-22-2-1,
(z-2))(z-2,)(z-2;)= z3-1.
z,,2,und z, sind die drei Losungen der Gleichung
z3-1=0.
Aufgabe 2.1
Um den Mittelpunkt B der Strecke AM wird der Kreis durch M gezeichnet. Er
schneidet den Kreis um M in den Punkten C, und C,. Die beiden Dreiecke
ACM und AC,M uber dem Kreisdurchmesser AM haben in C, und C, rechte

Winkel, also sind AC, und AC, die Tangenten von A an den Kreis um M.

Aufgabe 2.2
h2=p2 —c2
1 )
oo ? o2 2h? =a? +b? —012 —c22 =(¢ +02)2 —012 —c22 =2¢c,,
=a®-c,”,
2 _
h* =cc,.
Aufgabe 2.3
c?=a?+a? - c=+2a.

N
h? =b? - (b/2)? =3p2 L p=23p
4 2
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Aufgabe 2.4
c _
b
a
A =ch,
=b+x+y,
¢ xry — 20=a+b, — A:a+bh.
c=a-x-yYy, 2
Aufgabe 2.5
Py

|
|
|

Xy X3 X9

Wir zerlegen die Flache unter der Dreieckseiten PP, und P,P, in drei Trapeze

und berechnen deren Flidcheninhalte:

A= (g =%)) (U + ) + (% = X5) (U +U3) = (6, = X)) (U, +1y)

15 g
1 1
A= E(XS% = XYz + XoUs T XgYy + X Uy T XoU))s A= gdetEI Xy yz%

d x5 ysh

Aufgabe 2.6
Fur den Punkt P auf der Ellipse gilt
EZX—XC, U:y‘yc-
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Daraus folgt:

Aufgabe 2.7

Es gilt
Ep = 2Xp Hp,  Yp =Xp+ 20,
Daraus folgt
1 1
npzi(yp_xp)! Epzi(yp-'-xp)!
und als Ellipsengleichung
2 _ 2
Y+x)" , Y=-x" _,

2a® 2b*
Aufgabe 2.8
Die Koordinatentransformation 1at sich aus dem folgenden Bild ablesen:
y
n
AN N /%
N P N
P
N /
77
' X
/ /O/ : \/
s N
s N
s N
AN
N
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- -1 +
Xp =Yp + 28, xp‘ﬁ(np Sp);
=2 + . - _ 1
p = 2Up *<p yp_\iz(np_gp)'
x2-y? =17 S+ - (n-9% =12 n=L
L
A n/
: |
2 |
1 \
\\
0 — &/L
\\

Aufgabe 2.9
Aus den Transformationsgleichungen in Aufgabe 2.8
1 1
X =— + , = __ - ,
3 (n+&) y =5 (n-¢)
folgt
§= 1 (x-y) = (x+y)
/2 Y n 2 Y)-
1 ) X2 2
—(x - x+y)=L - - - J _=1.
2( Y)(x +y) o2 o2
Hinweis:

Das Stoffgesetz eines idealen Gases lautet:
pV =nRT.
Dabei ist p der Druck des Gases, das im Volumen V bei der absoluten

Temperatur T eingeschlossen ist.
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_m _ Masse des Gases
M Molmasse des Gases

ist die Molzahl der Gasmenge und

R=8,31441 kJ

kmol K
die universelle Gaskonstante.

Andert man bei konstant gehaltener Temperatur T das Volumen V, so dndert
sich der Druck p nach dem Gesetz

pV =const =p,V,.
Die graphische Darstellung in einem pV -Diagramm nennt man Isotherme; sie
ist eine Hyperbel. Fur unterschiedliche Temperaturen T erhalt man

Hyperbeln mit jeweils einem der Temperatur entsprechenden Parameter.

Aufgabe 2.10

7/
,
> ¢
/

1
1
1
1

\

AB und BC sind Sehnen des gesuchten Kreises. Der Kreismittelpunkt M liegt

im Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auf den beiden Sehnen. Deshalb ist
Xy =-a/2, (@/2)*+y,”=R*
(BD)? +(MD)? = R?,
und mit

(BD)? = (xc/2)2 + (yc/2)2, (MD)? = ((a/2) +(xc/2))2 +((yy - (yc/2))2
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wird
2 2 2 2 2 2
= 2-% Y 2" Xc e, 2,Y _
4 M 4 4 4 4 o Ym Ty TYmc
2 2
y _ X" Y taxe
M .
2yc
Aufgabe 2.11

Abrollen des Rades bedeutet, dafy die abgerollten Bogenlidngen auf der Bahn
und dem Rad ubereinstimmen.

D
\
T~ R \
a1 Ly,
| RS \
! ~ A
| C ~~_ \\
! ' R, ~ Y2\
r ¢ | L, 2 ~ A\
~
A L, B

Beim Drehwinkel des Rades muf3 die Neigungsidnderung der Bahn zusitzlich
berticksichtigt werden.

bo =9+ L-a = 0 +(2-1a
c ™ B r 1 r r 1’

— L2 _LO Rl R2
bp=bct “ray ="+ 2-Day (7 +1)a,.

Aufgabe 3.1
10'3kg 3 kg m Ns?
=786 —5 5 =7,8610"—%, IN:=1kg — - kg =1——,
p (10_2m)3 m® gs2 g m
Ns?2
p=7,8600°",.
m

g:=9,81 22 (Fallbeschleunigung)
s
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N
m3'

y=7,7100%

Aufgabe 3.2

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.01- ~
\ \

9T -31/2 -Tt -Tt/2

Aus den Funktionsgraphen folgt:
sn(-2m+a)=sn(-m—a)=9n(rr—a)
sha =[] .
Fos(-37/2 —a) = cos(— /2 +a) = cos(1/2 —a) = cos(311/2 + Q)
Mit den Additionstheoremen erhalten wir:
sin(-2m+a) =sinacos(2m) — cosasin(2m) =sina,
— "

1 0
sin(-mm—a) =-sin(a + ) = —sinacos(mn) — cosasin(rr) =sina,
T T
sin(rr—a) = —sin(a — 1) = —sinacos(7) + cosasin(m) = sina,
-1 0
cos(-3m/2 —a) =cos(31/2 +a) = cosacos(3/2) —sinasin(37/2) =sina,
0 -1
cos(—71/2 +a) = cos(r/2 — a) = cosacos(71/2) + sinasin(r/2) = sina.
T %1,_/

Aufgabe 3.3
A/{sin(wt)cosg, +cos(wt)sing,} + A {sin(wt) cosg,, +cos(wt)sing,} =
= A{sin(wt) cos¢ + cos(wt)sing},
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Vergleich der Faktoren von sin(wt) und cos(wt) auf beiden Seiten der Gleichung
ergibt
A, cosp, + A, cosp, = Acosg,
A sing, +A,sing, = Asing.
Daraus folgt:
2 _ 2 - : 2
A” =(A, cosp, + A, cosp,)” +(A,sing, + A, sing, )",
— a2 2 -
A= A~+A,"+2A /A, co8(¢, —¢,),

A, Sng, + A, sin
¢=arctan( 1 ¢1 2 ¢2

A, cosp, + A, cosp,,

Aufgabe 3.4

Es ist
AB=.(2L)2+(2L)? =2.2L, BC=.(2L)% +(3L)% = \13L,
AA*= (AB)®>-1?=-7L, B*C*=BC.

2L+ Lcosa =\7Lsna, V7 Sna —cosa =2,
2L -Lsina =+/7Lcosa; sna ++7cosa =2;

sna=1(/7+1), cosa=%(/7-1),

. 2L _ 2 _ 3L _ 3 .
sny=-————-=-—"-, cosy = = ;
J18L 13 V13L 13
— V7 -1 — — o — 3 — — o
a = arccos( 4 )=1,1468 =65,7°, y = arccos( /13)—0,588—33,7.
N

B=a+(m2-y), £=2129=122°.



Musterlosungen der Aufgaben 8-11

Aufgabe 3.5

Kinematische Zwangsbedingungen:
ésina =rsinp,
_a-r cosf
cosa

écosa +rcosp =a, -

Daraus folgt
rsinf =(a—-rcosp)tana,
rsinf

a = arctan(——).
a —-rcosp

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 (a =3r)

Aufgabe 3.6

Aus der ersten Gleichung des Gleichungssystems

9 _
Ao T A X[ TAGX " =Yy,

2 _
Ay ta)Xp ta, X" =Yg,

9 _
Ay + A X Ay X " =Y

erhalten wir zunéichst
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Ay =Yy Xy ~AgX,
und damit wird
Ys ~Ya
a ta,(x,+x,)="—4
_ 2 _ . 2v_ .. _ 1 T Xpg T Xy o
a,(xg =x,) +ay(Xg" =X ,%) =Yg ~Y,, Xp~Xa
_ 2 _ L oov_ .. _ _
@ (Xe =X )+ Ay (X" =X, %) =Y~ Yy, a1+a2(xc+xA):7yc A
Xp =X,
Daraus folgt
Xp~Xa
und schlief3lich
W= 1 M-y, yg-y,m
2~ _ _ —
X7 XX ™Xy XpTXy

Ist insbesondere A:(-L,3L), B:(2L,L), C:(4L,2L), so wird

_ 11 20 7 _-2 7 _ 9 a :3L_3L_1L:§L’
0 10 30 15

a T AT a, =—_—~—_—~-=——,
2 9orU5 30 30L 13 30 10

28 9 x 7 x?
_ + )

=L(— B
Y=L 5101 T30 12

Aufgabe 3.7
Koordinatentransformation:

{=X=X,  N=Y—Yy.
Darstellung der Musterparabel im xy-System:

_ 1 2 _ X
YmYna =, (X x,)0 - ys XXy e

Koeffizientenvergleich mit der allgemeinen Parabel:

- —_"A - A
a,=—, a=—--%, a,= —4
274qp’ T Tgpr ToTYaTy,
Daraus folgt
2
1 a a
b="-, x,=-_+, y,=a,- -
: A : A~ %
4a, 2a,, 4a,

Aufgabe 3.8
nm-y=mn-3a - y =3a.
Gleichung der Geraden durch B und C:



Musterlosungen der Aufgaben 8-13

y=yg Htany (x - xp),
xp =rcos(20), yg =rsin2a);

_ tany xp —yg

:O, - X
¢ tany

Yg ttany (x, —xg)

_r siny cos(2a) —sin(2a)cosy _ - sin(y - 2a)
C siny siny ’
sna
Xo =T :
sin(3a)

Aufgabe 3.9
x, =acosa —bsna, y, =asna +bcosa;
x, =x; —dcog(f-a)+csin(f-a),
Y, =y, tdsin(f-a)+ccos(f-0).
Aufgabe 3.10

E:\s‘/a2+b2, tany:B, y =arctan(b a),
a

xB:\a2+b23in(a+y), yA:\a2+bzcos(a+y),
X Yy
_*B —Ja
XsTg YsT g
0.2 .12 /oF
xS +yg® = DMD Kreis um (x =0,y = 0).

2

Der Schwerpunkt S bewegt sich auf einem Kreis mit dem Radius va?+b? /2

um den Koordinatenursprung.

Aufgabe 3.11

XS:T‘SIFIG—T'SCOSG, yS:r—rSsma,

xg =r(sina +a).
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Aufgabe 3.12
L cosa
y =arctan(—=>——).
r(1 + cosa)
Aufgabe 3.13
Y P
Xp
N[
@ A8
EP yP|
. |
nP o | X
ol *rp

Aus den linken Dreiecksflachen, bei denen EP und Np Hypotenusen sind,
ergibt sich
xp =¢,c0s0 —n,sina,
Up = EPsina +1p Cosa,
und aus den rechten Dreiecksflachen mit x, und y, als Hypotenusen folgt
¢p = xpC0sa +y,sina,
Np =—Xpsina +y, cosa.
Man kann das zweite Paar von Transformationsgleichungen auch erhalten,

wenn man das erste Paar nach ¢, und n, auflost.

Aufgabe 3.14

y(r)= Ae P'sin(\1-D?1), 0<D<1l, 1= Wt
0 —D+id1-p2
1 Im{Ae( D+iN1-D )wot}
U] _
y)=0  Re{ae™ % }
ERe{Ae(—D+iV1—D2)th}’ A= Ae-im2
]

t+i(\f/1—D2w0t—7T/2))
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10 [
Pos e
WA S
0.0 \ A s P M N g

-0.5 \ K T -

P e _e-DT
1.0 ©°
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0
Aufgabe 4.1
z
Q,—~G3
=,
P | / o
/ h
B o \/a i
X
Gl G2

Geradengleichungen:

GIL: z =tana x,

G2: z = —tana x,

G3: z=h+tanfx.
Berechnung der Koordinaten von P, Q und M:

h
h +tan = —tana x,, - =, =-—tana x,,.
Bxp *p P~ " tana + tan 8 Zp *p
h+tanBx, =tana x X - h z, =tanax
Q 0’ 9~ tana —tan B’ Q o
X, +Xx
xX. = i Q = E 1 1 =h tanﬁ

M 2 2 ‘tana —tanf tana +tanf’  tanZa -tan? B’
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tan? a

z,,=h+tanfBx,, =h .
M By tan® a —tan? B

Berechnung der Lange der Strecke PQ:

@ = \(XQ _Xp)2 +(ZQ _Zp)2’

1 1 tana
xX,—x,=h + =2h =
9 7P (tana—tan,B tana+tan,8) tan’a — tan’
_ _ tanatan
Zy~2p = tana (xQ +xp) = 2hm,
e tana / 2 tana
PQ=2h—5——5—/1+tan“f3 =2h :
o tana —tan28 ' & (tan?a - tanB)cosf
Aufgabe 4.2
y
X
a = actan M _Ya d=. (x, -x, )+, -y,)> = d
- ’ N M A yM yA) ' ¢—arCCOS(r/ )l
X, =X
M A
Xc, =x,, —rcos(¢ - a), Ye, =y, *rsin(¢ -a),
xC2 =x,, ~rcos(¢ +a), yc2 =y, —rsn(¢ +a).
Aufgabe 5.1
Es gilt fir die Punkte auf dem unteren Ellipsenbogen
2 2
x—2+y—2:1, - y=—9\a2—x2, y’=97‘ x :
a b a aq? - x2

Daraus folgt
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x 2 x
tana:b2A2:_b2A_
a\a —-X, a” Yy
y
b
X
a
o _
A
Die Geradengleichung der Tangente in A
y=tana(x-x,)+y,
kann also geschrieben werden
b2 X, b2 x,
Yy=-———75 “S(x-x,)+y,, - y-y,+t—5S(x-x,)=0,
) U, A A AT 2 U, A
2y oY =Y,) +b2x (X =x,) =0 XX Ul X" Up® g
a - X . (x—x =0, R - _ =0,
YalU~™ Uy A A 2 b2 a2 b2
X, X Y,y
“A-+TAT o,
a? b2

Die Tangente schneidet die x-Achse und die y-Achse in den Punkten a2/x A

und b2/y K
Aufgabe 5.2
Fur den unteren Ellipsenbogen, auf dem der Punkt A liegt, gilt
b b
y=-"a2-x2, y’=—$

a a- q?-x?
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X
Die Gerade durch den Punkt A
y=-tana x
liefert im Punkt A die Beziehung
Yy, =-tana x,.
Da A auf der Ellipse liegt, gilt auch
2 2 2 2 2 2,2
tan“a
LAZ +LA2 =1, - xA2 + ZXA =1 R x,2=— a2b 5
a b a b b* +a“tan“a

Die Tangente im Punkt A ist definitionsgemaf3 parallel zum Durchmesser BB'.

Also wird
L
VAT XY A
(b2 +a? tan2p) xAz = a* tan2,
21.2
(b* +a®tan®B) L2 +aa2b e a*tan’p,
(b% +a®tenP)b? =a” tan®B (b* +atan’a), - bi = tanar tan’B,

a

2

tanatanﬁ:b—z.
a
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Aufgabe 5.3
S)={1-x*)? +4D*x*} 712,
Fx) == {0- %)% + 4D 92(2(1 - x*)(-2x) + 8D,

2x(1 - x? —2D2)
{(1 _X2)2 +4D2X2}3/2 '

S0 =

Lage der Extremwerte aus der Forderung f'(x)=0:

x=0  fir beliebiges D (Maximalwert fiir D>1/.2)
x =+/1-2D? fiir beliebiges D <1/2.
Extremwerte:

1 \ _ 1
Ja-x2)2 +4D2x2 \xz 2D 1-D?

Jex (D) =

=1-2D2

Jmax

SN\

0.0 0.2 0.4 0.6 D 0.8

Aufgabe 5.4

Fur die Wurfweite x =w gilt
_2v,2cos’atana v, ?sin(2a)

_ g 2 _
w)=tahaw - ———w —O, — w
yw) 2v,2 cos’a g g

Mit a =m4 ist die Wurfweite am grofiten.
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Fur die Koordinate x = x, bei der

g9

(x)=tana -—5=——
) vozcosza

X

null wird, erhalt man die Wurfhoéhe h:

vo2cos’atana v, 2sin(2a)
g 29

Xh:

R yx) vozsinza
=y(x,)="90 — —
y\x, 29

9:=9,81m/s? ist die Fallbeschleunigung.

Aufgabe 5.5
Foo= r@+ frax-a)+ o @) -a)
Sf(a)= ca’, Sf'(a)= 3ca?, J"(a) =6ca,
j‘(x) =ca® + 3CCL2(X —a)+3ca(x - a)2,
j‘(x) = ca3{1 3%+ SXZ} .
a a

Fur (c=a,a =1) ergibt sich die graphische Darstellung, aus der man die Gute
der Approximation erkennen kann.

8

6L - . , : .

Aufgabe 5.6

tang = Uhot, ¢ = arctan(vO t/h);
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) d 1 1)70 _ Uoh

¢ = Earctan(v0 t/h) = 1+ (o, t/h)2 no 2y (vot)z :

Aufgabe 6.1

Wir berechnen die Flache unter dem Ellipsenbogen im 1. Quadranten:

A - (x/ay2dx
4 .(['\ '

Mit der Variablentransformation

* =sng, dx = acosp dg,
a
x=0 - ¢:O, xX=a - ¢:7T/2,
erhalten wir
w2
A ab J'C082¢ de,
4 0
und mit
cos’g = ;{1 +cos(2¢)}
A ab™ ab 1. 9=m2
=" ({1+ 2 do =—{¢d + = 2 A= b.
1 9 _([{ cos(2¢)} d¢ 3 {¢ 290( ¢)}¢:O na
Aufgabe 6.2

t
J(t):= [Sin(Qu)sin(e(t - ).
0

sin(Qr)sin(w(t — 1)) = sin(Q1){ sin(wt) cos(wr) — cos(wt) sin(wr)},
t t
J()=s n(wt)fsi n(Qrt) cos(wr)drt - cos(a)t)J’si n(Qt)sin(wr)dr,
0 0

sin(Qr) cos{wr) = ;{ Sn((Q - w)T) +sn((Q + W)T)},

sSin(Qr)sin(wr) = ;{ cos((Q2 — w)1) — cos((Q2 + w)1)},
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t

ISi n(Qr) cos(wr)dr = ;{_ cos((Q2 - w)t) _ cos((Q2 + w)t) L1 1
0

+ 1
Q-w Q+w Q-w Q+w’

t
Isin(Qr)sin(wT) ar =L {sm(gQ 6Oa))t) sn(g2++ww)t)1

J(t)—EQ

{sin(wt) — sin(wt) cos((2 — w)t) — cos(wt)sSiN((2 — w)t)} +

1
+ -

2Q+w

{sin(wt) — sin(wt) cos((Q2 + w)t) + cos(wt)sin((Q2 + w)t)},

1 1
J(t)==
=55

. . 1 1
w{sn(wt) —-sin(Qt)} +§Q N

a){ sin(wt) +sin(Qt)},

1 1
J(t)_E(Q o ove )sin(at) + §(Q+w a- )Sln(Qt),

JO= . 5l Qsin(w) ~wsin(@0).

Aufgabe 6.3

t
J(t):= Isi n(Qr)sin(Q(t - 1))dr.
0

sSin(Q1)sin(Q(t — 1)) =sin(Qt)sin(Q1) cos(Q21) — cos(Qt)s n2 (Q1),

t t

_ _1.. _1, cos(2Qt) 1
‘(l)'s n(Q1) cos(QT)dT = 2£s n(2Qr)dr = 5{ 50 + E},
t t
. 9 _1. _1 sin(2Qt)
{ sin“(Qr)dr = B I (1 -cos(2Qr1))dr 2{t o0 V' },
. cos(ZQt)1 sin(20Qt)
J(t)=s n(Qt){ 10 10 cos(Qt){ 749 },
J(t) = S‘;(gt) - ;cos(Qt).
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Aufgabe 6.4
y
X
dA(x) = y(x)dx = b{l =—}dx
b
dA(y) = x)dy = a{l -} dy
x
a
A= lab,
2
a a 2 2 3 |X=a
Xg = 2J’di(x) :2J’b(x X=Xy 22

ab 3 ab 3 a a 2 3a’| _ 3

x=0

b a 2 2 3 |y=b
_ 2 _ 2 y 2y y _ b
Yg = EIydA(y) _Ej.a(y - ?)dy = E(? - E) 3

0 0 y=0

Aufgabe 6.5
y
—
, \>dA(x) =2y(x)dx = 2- r? —x2dx
/
r /
/
y(x =-\/r2 - x?2
/,
(o}
X
//
_/

mr 1
A=A_ . -A_ . =—-2a--rcosa 2rsina,
Kreissektor Dreieck 27T

_r? .
A= 5{20 —-sin(2a)}.
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r r
= lj’di -6 deA(x) -1 J’2x\ r? — x2dx,
A A A
A r cosa r cosa

r

= J' C?x(rZ_XZ)S/de:_z(rz

3A x=rcosqa’
r Cosa
2r3 2 sna
Xg = £ _dnda, Xg=_ . T
3A 3 a —sina cosa
Aufgabe 6.6
b
h
y
dA(z) =bdz
; dA(y) = hdy
h/2 h/2 43 h/2 bh3
I,= Iz2dA J'z2dA(z) = Iz%dz %
3 12
-h/2 -h/2 -h/2
b/2 b/2 3b/2 3
hb
I = Iysz = [y y2dA(Y) = Iyzhdy Ry hp?
3 12
A -b/2 -b/2 -b/2
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Aufgabe 6.7

7 dA(z) =2 r? - z2dz

Iy = J’zsz = j’deA(z) = 2}22\ r? - z2dz,
A -r -r

z=rsing, dz =rcos¢pdg,

= - :—E = N :E
zZ=-r o o Z=r ¢ o
w2 4 m2
I =2r* Isin2¢c:032¢d¢:— Isin2(2¢)d¢,
y 2
-2 -2
1
2¢:¢" d¢:§d4/,
—_E = = - :LT - =
¢ = o Y =-m, ¢ o Y=,
4T 4T 4 w=mn
=T rqgn2 - - P
I, = 1 _J’:m Ydy s __[jl cos(2¢)} dy 8{w 2sm(2t/1)}w:_n,
I :Er4.
y o4

Aus Symmetriegrunden ist I = Iy.
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Aufgabe 7.1
~oLo . Lo ~ 2LDo ~ [BLO
n=0 0 7,=0 0O =0 O r, = O
2LE FALE LB F2LE
P} - - L0 PHP _ ~ [BLO
=r,-r,=0 0O =r,-n,=0 0
1" 2 2 1 374 4 3
2LO FLA
PP, =-20L, P,P,|=10L,
> _lppls . 1 E0 1 B0
P1P2 Z"Plpz‘el' ‘ 4‘6 N €, =fD 0 é, = \/ﬁ é_lg
cosa:élEéZ:L:lxz - o =45°.
120-10 2
*Ae =n, e s —r A @O0, 030 OLO
- - = - lel_ 262:1_r37 - DD_ |:| D_D I_—:J
TA8y =15, \20 @O V10518 BLE
4A, =312, =-20L, =
Lo . Aa=21r=358L A,="2L=443L
2A, + 21, =3 20L, /5 /5
L oL@ 8, 1 @0 oL O 3,2L0O [-}-22LD
rC:rl—)\lelzm +— 5 /2 O=0 [0 =0
BLE O®F ®LF 8.6LF @04L@
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o 2LO 709 1 080 R2LO M2L0 32 2LD
rn=Ty—A8,=0 O-—L——0 =0 -0 0= 0
L Vd 10315 BLE 514LE EO 4La

Aufgabe 7.2
VA
X P, P,
y

a0l radl  [bcO

R . 1. _ 1000 D040 O

An=_PP,xPP,=_(r,-1r)x(r;-r)=_0b x00 O=_[eall

2 2 20 00 O 20 O

HOH BcH HbH
CbcO
O O
AZ;\(bC)2+(ca)2+(ab)2. A= 1 Tal

L (be)? +(ca)® +(ab)> 0 O
Fb

Q/ad FaQd Q/ad FaQd

- O 00 0O o O 00 0O
V[P P, =0/b00b O=-1+1+0=0, v[P P, =0/b000 O=-1+0+1=0,

O 00 0O O 00 0O

H/cHEO B H/cBHc B

vOPP, und vUOPP > vUOEbene E.
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Aufgabe 7.3
€y
(@) -
ex
AP=0OP-OA, AB=(AP&,)é,, BP=AP-AB,
- . BP o .
dP=\BP\, eD=d—, M =€, xép, dg =i, [DA,
P
(ae )i, =d, (béy)ﬂiE dp, (ce,) i, =dg,
a=%  p=% 9%
nEx rlEy nEz
Aufgabe 7.4
z

Verbindungsvektor von zwei beliebigen Punkten auf den beiden Geraden:
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MMJQ:@—ﬁ:@—Q+@ffﬂﬁr

Bedingungen fiir den minimalen Abstand:

o) _g . opl =-2h[& =0,
oA, oA,

M) _g - 2r® —ohr, =0,
oA, oA,

Der kitirzeste Verbindungsvektor der beiden Geraden ist also zu beiden
Geraden orthogonal. Dieser Lotvektor wird durch die Parameter A, und A,

beschrieben, die folgende Bedingungen erfiillen muissen:
hié =(rg -1, + A, (e,[&)—A, =0,
hie, =g —1,) &, +A, —A (& [&,)=0,

& 8,=6,8 =c, (T,~Ty)& =b, (F,~Ty)E,=h,

Ay €Ay =by, cb, —-b

Ay ~ALE = by,

Abstand der Geraden:

Aufgabe 7.5

Mit den zu den Ebenen jeweils orthogonalen Vektoren
O/a,0 O/a, U
Tl Ada
Ulzg/blg vzzg/bzg

H/e, H H/e,H

erhalten wir den Richtungsvektor
El/alg %/azg Sl/(blcz)_l/(bzcl)g
W=0) X0,y = Ei/bl Bx %/bz B: Ei/(claz) _1/(Cza1)g

H/e H H/Cza B/(albz)_l/(azbl)a

der Schnittgeraden.
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Die Koordinaten des in der xy-Ebene liegenden Punktes P:(xp,yp,zp =0) auf

der Schnittgeraden erhalten wir aus den beiden Gleichungen

*p  YUp _,
a, b X = a,a, (b, ~b,) _bby(a, —a,) e
- P~ _ r Ip T _ i G
*pYp _y bja, ~bya, a,b, —ayb,
a, b,
Vektorielle Gleichung der Schnittgeraden:
r=rp, +AW.
Aufgabe 7.6
OP = R&(9,$) = R{sinS cospé _ +sindsingé +cosde,}
Eﬁnz?l cosqblg %in:?z cosqbzg
Pi(98) - &=[indsng, 0 P(9,8,) - & =Uind,sing,l

H cos9, H H coss, H

Die beiden Ortsvektoren spannen eine Ebene auf, in der die beiden Punkte
durch einen Kreisbogen mit dem Radius R verbunden sind. Ist a der Winkel

zwischen den beiden Ortsvektoren, so wird aR der Abstand der Punkte auf
der Kugel.

a =arccos(e, [&,),

e Eéz = sm&’1 cos<[)lsmz92 cos¢2 +gnﬁlsn¢lgn529n¢2 + 005191 COSz92,
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é1 [é, =sind, sind, (cosg, cosp,, +sing, sing, ) + cosd, cosd,,
e, [&, =sind, sind, cos(¢,, - ¢,) + cosd, cosd,,.

a = Rarccos(sind, sind,, cos(¢,, — ¢, ) + cosd, cosd,).

Aufgabe 7.7

Schnittebene

Kreiszylinder Kreiszylinder

Ortsvektor des Punktes P auf der Schnittkurve, also auf dem Zylinder und in
der geneigten ¢n-Ebene:

OP =rcos¢é_+rsing &, +2(9)é,,

M:taﬂa, - z(¢) =rtana cosg,
x(¢)
0 cos¢ [
N . L . o U
OP:r(COSqﬁeX+sm¢ey+tanacos¢ez):rg sing S
Hana cos¢ 5
[cosa ] 00
- £ U U HRN
oP=¢,e.+n,e,; e.=cosae_+snae =00 [0 e,=e =00
Bina E)S
ép = OP[E, = r(cos¢ cosa +tanacospsina) =r cos¢ :
¢ cosa

Np = OPEé,7 =rsing,
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2 2
&2,

(r/cosa)®

Mp~ _
=

¢p = cosg, n—P:sinfp,
r/cosa r

Die Schnittkurve ist eine Ellipse mit den Halbachsen (r/cosa) auf der é-Achse
und r auf der n-Achse.

Aufgabe 7.8

Der Schnittkurvenpunkt E liegt auf dem Kreiskegel und hat deshalb den
Ortsvektor

[ (zy)cospU [cos¢ /tanar [

OE = % i S ’E - OE = = -
=5 (zE)sm¢>D (z,) =tana, —ZEEQmp/tana%

H zz H B 1 H

X
E liegt aber auch auf der Schnittebene. Deshalb gilt
2, =h+tanfx, = h+tanfr(z,)cosp = h +z,, PP
tana
tana
Z.= :
E""tana - tan Bcose
Also wird
[cos¢ ]
- h 0 0
OE = sing [

tana —tanfcosp 7 [
Hana 5
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Far ¢ =0 und ¢ =m erhalten wir die Ortsvektoren zu den Endpunkten der
Strecke PQ:

o1 0O O-10
R h l 0 R h D l
oQ=————000 OP=————[00 10
tana —tanfq [ tana +tanfq [
Hena Hena
O Ol O O0-1
- - o h 0 O O O
PQ=0Q-0OP=—5—— 5 [(tana+tanf)0 0 [(tana -tanB)0 O I3
tan“a —tan“ 0 0 0 M
O Hena Hena 1
ol 0O
- o O
PQ:%D 00
tan“a -tan“fQ [
Hen BH
Der Ortsvektor zum Mittelpunkt M der Strecke PQ in der xz-Ebene lautet:
0-10 ol O
- - - o 0d o O
oM=op+ipg=_ " ¢ _htna 54 g
2 tana +tanB ] tan“a —tan“B 0
Hana HanBH
Otanp O Ok, 0O
, n O 00YD
tan“a —tan“S ) OO0 O
A’ ad [y

Aus dem Ortsvektor eines beliebigen Punktes K auf dem Kreiskegel

Oc, 0O [F(z,)cosgl
0 X0 D( x) ¢D

OK = Gy 0= G(z)sng ) r(zzf;) - tanar,
xd H 2z« O
folgt
4 2
X2ty =rizg), - xPryP s ﬁ'

Wir transformieren diese Gleichung in das ¢,n,{-Koordinatensystem im Punkt

M mit den Basisvektoren



Musterlosungen der Aufgaben 8-34

[cospB0 00 [FsinB0
O 0O 00 0 O
éE:DO[] én:DD @:[10 W
0O O 00 0 O
BinBH S| HeosB B

Die entsprechenden Transformationsgesetze lauten.
X =X+ cosB-{Snp,
yK = nK’

Zp =2y, +EKsmB+ZKcosB.

Fuar einen Punkt E auf der Schnittkurve in der én-Ebene gilt dann
insbesondere { K= 14 -0, also
9 Xp =x,, +&,cosp,
2 2 _ -
Xg" TYg™ = 9 Yg =g

zp =2z, +{ snp

tan®a{ (xy, + & cosP)? + 1%} = (2, + &L sinB)?,

&2 (tan’a cos®B —sinB) + 2& . (x,, tan’a cosP -z, sinP) +tan’a n, % =z, % —tan’a x,,°.

Mit dem oben berechneten Ortsvektor

OtanpB O Ok, O
. , 0 0oYo
OM=— 5 0 =Uo O
tan’a —tan®f , O O O
Hn®aB by H
erhalten wir
. h 2 2 .
x, tan’a cosB-z, snB=— > (tan Btan®a cosB — tan’asin B) = O,
M B-z,snp tanza—tanzﬁ( B B B)
2 2,2
2 2 2 _ h 4 2 . 9,n_ hitan“a
z, 2 -tan’ax, 2= tan‘a —tan®atan?p) = — -,
M M (tanza—tanz,B)z( A) tan?a — tan’ B

und schlief3lich

cos?B(tan?a - tan?pB)? | , s tan’a —tan’f o _ .
h?tan’a ‘E h? T~ =2

Die Schnittkurve ist also eine Ellipse mit den Halbachsen a und b:

2 2
e a=h tana . h
2 b2 !

a (tanza - tan2[3) cos,B’ - A\ tan?a — tan2B .



